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はじめに 

自然界では,2つの似た種が限られた食物と居住空間を争う生存競争の結果,一方が絶滅すると

いう現象がしばしば観測される。これを競争排除原理という。 

本稿では,自然界で,ある2種の生物が限られた食物と居住空間を争う生存競争の結果,ある条件

下では一方の種が絶滅すること,また別のある条件下では2種が共存することを数学的に証明す

る。 

 

研究成果 

 

〇微分方程式を導出する 

まずは1種の場合,つまり捕食者が存在しない場合について考える。 

食料や生息空間に制限がなく,その種の中でも取り合っていないときは,その種の個体数は制限

なく指数関数的に増加するため, 

𝑁(𝑡)：時刻𝑡における個体数, 𝑎：正の定数 

とすると, 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑎𝑁  

と表すことができる。 

 

1つの種がその種の中で限られた食物と居住空間を取り合っているときは, 

𝑁(𝑡)：時刻𝑡における個体数, 𝑎,𝑏：正の定数 

とすると,上の微分方程式の 𝑎 が 𝑎 − 𝑏𝑁 に置き換わり, 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= (𝑎 − 𝑏𝑁)𝑁  …(∗) 

と表すことができる。 

この微分方程式を解くと,任意の𝑁(0)に対して 𝑁(𝑡) =
𝑎𝑁(0)

𝑏𝑁(0)+(𝑎−𝑏𝑁(0))𝑒−𝑎𝑡
 は(∗)の解になること

がわかる。𝑡 → ∞に近づけると, 𝑁(𝑡)は 
𝑎

𝑏
 に近づくため, 𝐾 =

𝑎

𝑏
 とおくと, 𝐾は生態系が支える

ことのできる種の最大個体数と考えることができる。 

そこで, 𝐾を用いて(∗)を 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
=
𝑎𝑁

𝐾
(𝐾 − 𝑁) …(∗)′ 

と書き換える。 

 

次に,2種の場合の生存競争について考える。 

(∗)′を用いて考える。 

𝑖 = 1,2に対して 



 𝑁𝑖(𝑡)：時刻𝑡における種𝑖の個体数 

𝐾𝑖：生態系が支えることのできる種𝑖の最大個体数 

 𝑎𝑖𝑁𝑖：種𝑖の生物生産能力 

 𝛼,𝛽：一方の種が他方の種に及ぼす影響の度合い 

とすると, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は連立微分方程式 

𝑑𝑁1

𝑑𝑡
=
𝑎1𝑁1

𝐾1
(𝐾1 − 𝑁1 − 𝛼𝑁2) , 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
=
𝑎2𝑁2

𝐾2
(𝐾2 − 𝑁2 − 𝛽𝑁1) … (1)   

をみたす。 

2つの種に利害関係がなく,異なる生態系地位を占める場合は𝛼,𝛽はともに0になる。2つの種が

同じ生態系を占め,互いに似通っている場合は𝛼,𝛽はともに1に近づく。 

 この微分方程式(1)の 𝛮1(0) > 0, 𝛮2(0) > 0をみたす,すべての解の長期的な振る舞いを調べ

ていく。 

 

〇平衡解を求める 

(1)の平衡解（時間に依存しない(1)の解）は, 
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
= 0, 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= 0 を解くことで求めることができ

る。 

𝑎1𝑁1

𝐾1
(𝐾1 −𝑁1 − 𝛼𝑁2) = 0  …①   

𝑎2𝑁2

𝐾2
(𝐾2 − 𝑁2 − 𝛽𝑁1) = 0 …② 

①,②より, 

(i)𝑁1 = 0, 𝑁2 = 0 のとき, O(0,0) 

(ii)𝐾1 − 𝑁1 − 𝛼𝑁2 = 0, 𝑁2 = 0 のとき, P(𝐾1, 0) 

(iii)𝑁1 = 0, 𝐾2 − 𝑁2 − 𝛽𝑁1 = 0 のとき, Q(0, 𝐾2) 

(ⅳ)𝐾1 − 𝑁1 − 𝛼𝑁2 = 0, 𝐾2 −𝑁2 − 𝛽𝑁1 = 0 のとき, R(
𝐾1−𝛼𝐾2

1−𝛼𝛽
,
𝐾2−𝛽𝐾1

1−𝛼𝛽
) 

よって, (1)の平衡解は, O(0,0), P(𝐾1, 0), Q(0, 𝐾2), R(
𝐾1−𝛼𝐾2

1−𝛼𝛽
,
𝐾2−𝛽𝐾1

1−𝛼𝛽
)の4つであることがわかる。 

 

本稿では, 
𝐾1

𝛼
< 𝐾2, 

𝐾2

𝛽
> 𝐾1の場合と, 

𝐾1

𝛼
> 𝐾2,  

𝐾2

𝛽
> 𝐾1の場合について考える。 

 

まず 
𝐾1

𝛼
< 𝐾2,  

𝐾2

𝛽
> 𝐾1の場合を考える。このとき点 R(

𝐾1−𝛼𝐾2

1−𝛼𝛽
,
𝐾2−𝛽𝐾1

1−𝛼𝛽
)は, 1 − 𝛼𝛽 > 0のとき第2象

限にあり, 1 − 𝛼𝛽 < 0のとき第4象限にあり,次の定理が成り立つ。 

 

定理1 

𝛫1

𝛼
< 𝛫2, 

𝛫2

𝛽
> 𝛫1のとき, 𝛮1(0) > 0, 𝛮2(0) > 0をみたす(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は, 最終的

に平衡解 Q(0, 𝛫2)に近づく。 



 

つまりこの定理は,最終的に種1が絶滅するということを述べている。 

 

〇平衡解の局所的安定性を調べる 

平衡解の局所的安定性,つまり平衡点の十分近くから始まる(1)の解が,その平衡点に収束するか

どうかを調べる。これは,平衡点におけるヤコビ行列の固有値の実部の符号を調べることで判断

できる。 

𝑓(𝑁1, 𝑁2) = 
𝑎1𝑁1

𝐾1
(𝛫1 − 𝛮1 − 𝛼𝛫2), 𝑔(𝑁1, 𝑁2) =

𝑎2𝑁2

𝐾2
(𝛫2 − 𝛮2 − 𝛽𝛫1)とおいたとき, ヤコビ行列は 

Α(𝑁1, 𝑁2) =

(

 
 

𝜕𝑓(𝑁1, 𝑁2)

𝜕𝛮1

𝜕𝑓(𝑁1, 𝑁2)

𝜕𝛮2
𝜕𝑔(𝑁1, 𝑁2)

𝜕𝛮1

𝜕𝑔(𝑁1, 𝑁2)

𝜕𝛮2 )

 
 
= (

𝑎1
𝐾1
(𝐾1 − 2𝑁1 − 𝛼𝑁2) −

𝛼𝑎1
𝐾1
𝑁1

−
𝛽𝑎2
𝐾2

𝑁2
𝑎2
𝐾2
(𝐾2 − 2𝑁2 − 𝛽𝑁1)

) 

である。 

・ O(0,0)の安定性 

  Α(O) = (
𝑎1 0
0 𝑎2

) 固有値は𝑎1, 𝑎2  

  𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0より O(0,0)は湧点となり不安定である。 

・ P(𝐾1, 0)の安定性 

  Α(P) = (
−𝑎1 −𝛼𝑎1

0
𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1)

) 固有値は−𝑎1, 
𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1)  

  
𝐾2

𝛽
> 𝐾1より𝐾2 − 𝛽𝐾1 > 0であるため 

𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1) > 0, また, −𝑎1 < 0である。 

よって P(𝐾1, 0)は鞍点となり不安定である。 

・ Q(0, 𝐾2)の安定性 

  Α(Q) = (

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2) 0

−𝛽𝑎2 −𝑎2
) 固有値は

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2), −𝑎2  

  
𝐾1

𝛼
< 𝐾2より𝐾1 − 𝛼𝐾2 < 0であるため 

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2) < 0, また, −𝑎2 < 0である。  

よって Q(0, 𝐾2)は沈点となり漸近安定である。 

ここで,平衡点 Rは第2象限または第4象限にあり,種1または種2の個体数が負になってしまい現

実的ではないため,局所的安定性は考えないでおく。 

以上より,漸近安定な平衡点は Q(0, 𝐾2)のみであることがわかった。 

 

〇第1象限から始まる(1)のすべての解は未来においても第1象限にとどまることを示す 

そのために, 𝛮1軸と𝛮2軸の0以上の部分は軌道の集まりであることを証明する。 



・𝛮2(𝑡) = 0のとき,(1)の第2式 ( 
𝑑𝑁2

𝑑𝑡
=
𝑎2𝑁2

𝐾2
(𝐾2 −𝑁2 − 𝛽𝑁1) ) を満たしている。 

 このとき第1式は, 
𝑑𝛮1

𝑑𝑡
= 𝑎1 (1 −

𝛮1

𝛫1
)𝛮1となり, 

  𝛮1(𝑡) =
𝛮1(0)𝛫1

𝛮1(0)+(𝛫1−𝛮1(0))𝑒
−𝑎1𝑡

 , 𝛮2(𝑡) = 0 は任意の𝛮1(0)に対して(1)の解である。 

 この解の軌道は, 𝛮1(0) = 0 ⟹ 平衡点 O(0,0) 

          0 < 𝛮1(0) < 𝛫1 ⟹ 線分 0 < 𝛮1 < 𝛫1, 𝛮2 = 0 

                 𝛮1(0) = 𝛫1 ⟹ 平衡点 P(𝛫1, 0) 

          𝛮1(0) > 𝛫1 ⟹ 半直線 𝛫1 < 𝛮1 < ∞, 𝛮2 = 0 

 よって, 𝛮1軸の0以上の部分は4つの軌道の和集合であることがわかった。 

・𝛮1(𝑡) = 0のとき,(1)の第1式 ( 
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
=
𝑎1𝑁1

𝐾1
(𝐾1 − 𝑁1 − 𝛼𝑁2) ) を満たしている。 

このとき第2式は, 
𝑑𝛮2

𝑑𝑡
= 𝑎2 (1 −

𝛮2

𝛫2
)𝛮2となり, 

 𝛮1(𝑡) = 0, 𝛮2(𝑡) =
𝛮2(0)𝛫2

𝛮2(0)+(𝛫2−𝛮2(0))𝑒
−𝑎2𝑡

 は任意の𝛮2(0)に対して(1)の解である。 

 この解の軌道は, 𝛮2(0) = 0 ⟹ 平衡点 O(0,0) 

          0 < 𝛮2(0) < 𝛫2 ⟹ 線分 𝛮1 = 0, 0 < 𝛮2 < 𝛫2 

𝛮2(0) = 𝛫2 ⟹ 平衡点 Q(0, 𝐾2) 

          𝛮2(0) > 𝛫2 ⟹ 半直線 𝛮1 = 0, 𝛫2 < 𝛮2 < ∞ 

 よって, 𝛮2軸の0以上の部分も4つの軌道の和集合であることがわかった。 

 

したがって,ある1点を通る軌道はただ1つしか存在しないという軌道の一意性から,第1象限から

始まる(1)のすべての解𝛮1(𝑡),𝛮2(𝑡)は未来においても第1象限にとどまることが示せた。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

〇第1象限を
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
, 
𝑑𝑁2

𝑑𝑡
の符号で分割する 

 

𝑑𝑁1
𝑑𝑡

= 0 ↔  𝑙1: 𝐾1 −𝑁1 − 𝛼𝑁2 = 0 

𝑑𝑁2
𝑑𝑡

= 0 ↔  𝑙2: 𝐾2 − 𝑁2 − 𝛽𝑁1 = 0 

直線 𝑙1,𝑙2を上のようにおく。 

平衡点Rは1 − 𝛼𝛽 > 0のとき第2象限に存在し, 1 − 𝛼𝛽 < 0のとき第4象限に存在するため,第1象

限は以下のように3つの領域に分割される。 

 

 

𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0である領域をⅠ, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0ある領域をⅡ, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) < 0

である領域をⅢとする。 

 

〇証明で用いる補題を用意する 

 

補題 A 

𝑔(𝑡)を 𝑡 ≥ 0において上に有界な単調増加関数（または下に有界な単調減少関数）とする。 

このとき, 𝑡 → ∞とすると𝑔(𝑡)は極限値をもつ。 

 

(証明) 

上に有界な単調増加関数は極限値をもつことを証明する。(下に有界な単調減少関数の場合も同

様の考え方で証明することができる。) 

𝑔(𝑡)をある定数𝐶に対して, 𝑡 ≥ 0において 𝑔(𝑡) ≤ 𝐶 を満たすとする。 

（∃𝐶 ∈ ℝ   ∀𝑡 ≥ 0   𝑔(𝑡) ≤ 𝐶） 

このとき, 𝑙を𝑔(𝑡)の上限とすると, 

1 − 𝛼𝛽 > 0のとき 1 − 𝛼𝛽 < 0のとき 

 



{
㋐∀𝑡 ≥ 0   𝑔(𝑡) ≤ 𝑙

 ㋑∀𝜀 > 0   ∃𝑡𝜀 ≥ 0   𝑙 − 𝜀 < 𝑔(𝑡𝜀)
 

が成り立つ。 

㋐,㋑及び𝑔(𝑡)：単調増加関数より, 

∀𝜀 > 0   ∃𝑡𝜀 ≥ 0   ∀𝑡 ≥ 𝑡𝜀に対して,（𝑡𝜀は㋑を満たすとする） 

𝑙 − 𝜀 < 𝑔(𝑡𝜀) ≤ 𝑔(𝑡) ≤ 𝑙 < 𝑙 + 𝜀 

である。よって, 

−𝜀 < 𝑔(𝑡) − 𝑙 < 𝜀 

         |𝑔(𝑡) − 𝑙| < 𝜀 

したがって, 𝑡 → ∞とすると𝑔(𝑡)は𝑙に収束する。∎ 

 

補題 B 

微分方程式 

�̇� = 𝒇(𝒙), 𝒙 = (
𝑥1
𝑥2
), 𝒇(𝒙) = (

𝑓1(𝑥1, 𝑥2)

𝑓2(𝑥1, 𝑥2)
)  ⋯(∗∗) 

の解𝒙(𝑡)が𝑡 → ∞のとき𝝃に近づくとする。このとき, 𝝃は(∗∗)の平衡解である。 

 

(証明) 

(∗∗)の解𝒙(𝑡)が𝑡 → ∞のとき𝝃に近づくとする。 

このとき, 𝑥𝑗(𝑡)は𝜉𝑗に近づく。（ここで, 𝜉𝑗は𝝃の𝑗番目の成分である。） 

このことは, 

|𝑥𝑗(𝑡1) − 𝑥𝑗(𝑡2)| = |(𝑥𝑗(𝑡1) − 𝜉𝑗) + (𝜉𝑗 − 𝑥𝑗(𝑡2))| 

                           ≤ |𝑥𝑗(𝑡1) − 𝜉𝑗| + |𝑥𝑗(𝑡2) − 𝜉𝑗| 

より, 𝑡1 → ∞, 𝑡2 → ∞のとき, |𝑥𝑗(𝑡1) − 𝑥𝑗(𝑡2)| は0に近づくことを意味する。 

特に,ある正の定数ℎに対して, 𝑡1 = 𝑡, 𝑡2 = 𝑡 + ℎとすると, 

𝑡 → ∞のとき, |𝑥𝑗(𝑡) − 𝑥𝑗(𝑡 + ℎ)| は0に近づく。 

ここで,平均値の定理より, 
𝑑𝑥𝑗(𝜏)

𝑑𝑡
=
𝑥𝑗(𝑡+ℎ)−𝑥𝑗(𝑡)

(𝑡+ℎ)−𝑡
 が成り立つ数𝜏が𝑡と𝑡 + ℎの間に存在する。

(𝑡 < 𝜏 < 𝑡 + ℎ) 

よって, 

𝑥𝑗(𝑡 + ℎ) − 𝑥𝑗(𝑡) = ℎ
𝑑𝑥𝑗(𝜏)

𝑑𝑡
= ℎ𝑓𝑗(𝑥1(𝜏), 𝑥2(𝜏)) 

が成り立つ。 

また, 𝑡 → ∞のとき𝒙(𝑡) → 𝝃より, 

𝑡 → ∞のとき 𝑓𝑗(𝑥1(𝜏), 𝑥2(𝜏)) → 𝑓𝑗(𝜉1, 𝜉2)である。 



よって, 𝑓𝑗(𝜉1, 𝜉2) = 0   (𝑗 = 1,2)であり, 𝒇(𝝃) = 𝟎である。 

したがって, 𝝃は(∗∗)の平衡解である。∎ 

 

〇定理1の証明のために補題を3つ用意する 

 

補題1 

時刻𝑡 = 0において領域Ⅰから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,未来においてこの領域を離

れる。 

(証明) 

背理法で証明する。 

(1)のある解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が𝑡 ≥ 0のすべての時刻において領域Ⅰにとどまると仮定する。 

領域Ⅰでは 𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0より,𝑡 ≥ 0において, 

𝑁1(𝑡)は単調増加関数で𝑁1(𝑡) ≤ 𝐾1, 𝑁2(𝑡)は単調増加関数で𝑁2(𝑡) ≤
𝐾1

𝛼
であることを意味する。 

よって補題 A,B より, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は(1)の平衡解に収束する。 

領域Ⅰ内にある(1)の平衡解は O(0,0), P(𝐾1, 0)の2点である。 

領域Ⅰでは𝑁2(𝑡)は単調増加関数であるため,   ∀𝑡 > 0    𝑁2(0) < 𝑁2(𝑡) 

𝑡 → ∞のとき𝑁2(𝑡) が𝜂に収束する,とすると,       0 < 𝑁2(0) ≤ 𝜂 

𝜂 > 0を満たす平衡解は領域Ⅰにはないため,矛盾。 

よって,領域Ⅰから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は未来において領域Ⅰから離れる。 

また, 𝛮1軸と𝛮2軸の0以上の部分は軌道の集まりであり,軌道の一意性より,領域Ⅰから始まる(1)

のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は未来において領域Ⅰを離れて領域Ⅱに入る。∎ 

 

補題2 

時刻𝑡 = 0において領域Ⅱから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,未来において領域Ⅱにとど

まり,最終的に平衡解 Q に近づく。 

(証明) 

背理法で証明する。 

時刻𝑡 = 𝑡∗において, (1)のある解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が初めて領域Ⅱを離れると仮定する。 

(𝑎) 領域Ⅱから領域Ⅰに入るとする。 

 このとき,(1)の解は直線 𝑙1と交差するので, 𝑁1̇(𝑡
∗) = 0である。 

   (1)の第1式の
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
の式の両辺を𝑡について微分すると, 

𝑁1̈(𝑡) =
𝑎1
𝐾1
𝑁1̇(𝑡)(𝐾1 − 𝑁1(𝑡) − 𝛼𝑁2(𝑡)) +

𝑎1𝑁1(𝑡)

𝐾1
(−𝑁1̇(𝑡) − 𝛼𝑁2̇(𝑡)) 

𝑡 = 𝑡∗とすると, 

𝑁1̈(𝑡
∗) =

𝑎1
𝐾1
𝑁1̇(𝑡

∗)(𝐾1 − 𝑁1(𝑡
∗) − 𝛼𝑁2(𝑡

∗)) +
𝑎1𝑁1(𝑡

∗)

𝐾1
(−𝑁1̇(𝑡

∗) − 𝛼𝑁2̇(𝑡
∗)) 



               = 
𝑎1𝑁1(𝑡

∗)

𝐾1
(−𝛼𝑁2̇(𝑡

∗)) < 0     (∵ 𝑁1(𝑡
∗) > 0, 𝑁2̇(𝑡

∗) > 0) 

したがって, 𝑁1̇(𝑡
∗) = 0かつ𝑁1̈(𝑡

∗) < 0より𝑁1(𝑡)は𝑡 = 𝑡
∗で極大値をとるが, 

(1)の解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が領域Ⅱにある限り, 𝑁1̇(𝑡) < 0より𝑁1(𝑡)は単調に減少するため矛盾。 

よって領域Ⅱから領域Ⅰに入ることはない。 

(𝑏) 領域Ⅱから領域Ⅲに入るとする。 

このとき,(1)の解は直線 𝑙2と交差するので, 𝑁2̇(𝑡
∗) = 0である。 

(1)の第2式の
𝑑𝑁2

𝑑𝑡
の式の両辺を𝑡について微分し, 𝑡 = 𝑡∗とすると, 

𝑁2̈(𝑡
∗) =

𝑎2𝑁2(𝑡
∗)

𝐾2
(−𝛽𝑁1̇ (𝑡

∗)) > 0  (∵ 𝑁2(𝑡
∗) > 0, 𝑁1̇(𝑡

∗) < 0) 

したがって, 𝑁2̇(𝑡
∗) = 0かつ𝑁2̈(𝑡

∗) > 0より𝑁2(𝑡)は𝑡 = 𝑡
∗で極小値をとるが, 

(1)の解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が領域Ⅱにある限り, 𝑁2̇(𝑡) > 0より𝑁2(𝑡)は単調に増加するため矛盾。 

よって領域Ⅱから領域Ⅲに入ることはない。 

 

(𝑎),(𝑏)より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅱから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は, 𝑡 ≥ 0の未来に

おいて領域Ⅱにとどまることが示せた。 

領域Ⅱでは 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0より, 𝑡 ≥ 0において, 

𝑁1(𝑡)は単調減少関数で𝑁1(𝑡) ≥ 0, 𝑁2(𝑡)は単調増加関数で𝑁2(𝑡) ≤ 𝐾2であることを意味する。 

よって補題 A,B より, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は(1)の平衡解に収束する。 

領域Ⅱ内にある(1)の平衡解は P(𝐾1, 0), Q(0, 𝐾2)の2点である。 

領域Ⅱでは𝑁2(𝑡)は単調増加関数で, 𝑁2(0) > 0より𝑁2の極限値は0ではない。 

よって P ではない。 

したがって, 𝑡 → ∞のとき, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)はQ(0, 𝐾2)に収束する。∎ 

 

補題3 

時刻𝑡 = 0において領域Ⅲから始まり,未来においてもその領域にとどまり続ける(1)のすべての

解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,最終的に平衡解Qに近づく。 

(証明) 

(1)のある解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が𝑡 ≥ 0において領域Ⅲにとどまるならば,領域Ⅲでは 𝑁1̇(𝑡) < 0, 

𝑁2̇(𝑡) < 0より, 

𝑁1(𝑡)は単調減少関数で𝑁1(𝑡) ≥ 0, 𝑁2(𝑡)は単調減少関数で𝑁2(𝑡) ≥ 0である。 

よって補題 A,B より, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は(1)の平衡解に収束する。 

領域Ⅲ内にある平衡解は Q(0, 𝐾2)のみである。∎ 

 

〇定理1の証明まとめ 

補題1,2より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅰまたは領域Ⅱから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は



𝑡 → ∞のとき,平衡解 Q(0, 𝐾2)に近づく。 

補題3より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅲから始まり,未来においても常にこの領域にある(1)のすべ

ての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は, 𝑡 → ∞のとき,平衡解 Q(0, 𝐾2)に近づく。 

次に, 𝑙1上, 𝑙2上から始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)を考える。 

𝑙1上では, 𝑁1̇(𝑡) = 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0, 𝑙2上では, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) = 0より, 𝑙1上, 𝑙2上から始まる(1)の

すべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は直ちに領域Ⅱに入る。そして補題2より, 𝑡 → ∞のとき,平衡解 Q に近づ

く。 

最後に時刻𝑡 = 0において領域Ⅲから始まり,ある時刻において領域Ⅲを離れる(1)のすべての解

𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,領域Ⅲを離れるときに直線 𝑙2を横切り,直ちに領域Ⅱに入る。そして補題2より, 

𝑡 → ∞のとき,平衡解 Q(0, 𝛫2)に近づく。 

以上より,定理1を証明することができた。 

 

次に 
𝐾1

𝛼
> 𝐾2,  

𝐾2

𝛽
> 𝐾1の場合を考える。このとき点 R(

𝐾1−𝛼𝐾2

1−𝛼𝛽
,
𝐾2−𝛽𝐾1

1−𝛼𝛽
)は, 

𝛫1

𝛼
> 𝛫2, 

𝛫2

𝛽
> 𝛫1 か

つ 1 − 𝛼𝛽 > 0より第1象限にあり,次の定理が成り立つ。 

 

定理2 

𝛫1

𝛼
> 𝛫2, 

𝛫2

𝛽
> 𝛫1のとき, 𝛮1(0) > 0, 𝛮2(0) > 0をみたす(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,最終的に

平衡解 R(
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
)に近づく。 

 

つまりこの定理は,種1と種2が共存することを述べている。 

 

〇平衡解の局所的安定性を調べる 

・O(0,0)の安定性 

 𝛢(O) = (
𝑎1 0
0 𝑎2

) 固有値は𝑎1, 𝑎2 

 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0より O(0,0)は湧点となり不安定である。 

・ P(𝐾1, 0)の安定性 

 𝛢(P) = (
−𝑎1 −𝛼𝑎1

0
𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1)

) 固有値は−𝑎1, 
𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1) 

 
𝐾2

𝛽
> 𝐾1より𝐾2 − 𝛽𝐾1 > 0であるため 

𝑎2

𝐾2
(𝐾2 − 𝛽𝐾1) > 0, また, −𝑎1 < 0である。 

よって P(𝐾1, 0)は鞍点となり不安定である。 

・ Q(0, 𝐾2)の安定性 

 𝛢(Q) = (

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2) 0

−𝛽𝑎2 −𝑎2
) 固有値は

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2), −𝑎2 



 
𝐾1

𝛼
> 𝐾2より𝐾1 − 𝛼𝐾2 > 0であるため 

𝑎1

𝐾1
(𝐾1 − 𝛼𝐾2) > 0, また, −𝑎2 < 0である。 

よって Q(0, 𝐾2)は鞍点となり不安定である。 

・R(
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
) = (𝛮1

0, 𝛮2
0)の安定性 

 𝛫1 −𝛮1
0 − 𝛼𝛮2

0 = 0, 𝛫2 − 𝛮2
0 − 𝛽𝛮1

0 = 0であることを用いると, 

𝛢(R) = (

−
𝑎1
𝐾1
𝛮1

0 −
𝛼𝑎1
𝐾1
𝛮1

0

−
𝛽𝑎2
𝐾2
𝛮2

0 −
𝑎2
𝐾2
𝛮2

0
) 

 det(𝛢(R) − 𝜆Ⅱ
2
) = 𝜆2 + 𝜆 (

𝑎1

𝛫1
𝛮1

0 +
𝑎2

𝛫2
𝛮2

0) +
𝑎1𝑎2

𝛫1𝛫2
𝛮1

0𝛮2
0(1 − 𝛼𝛽) = 0という固有方程式を

(☆)とおく。ここで,Ⅱ
2
とは2 × 2行列の単位行列である。 

 (
𝑎1

𝛫1
𝛮1

0 +
𝑎2

𝛫2
𝛮2

0) > 0,また, (1 − 𝛼𝛽) > 0より 
𝑎1𝑎2

𝛫1𝛫2
𝛮1

0𝛮2
0(1 − 𝛼𝛽) > 0であるから, 

2次方程式の解を𝜆1,𝜆2とすると,解と係数の関係より𝜆1 + 𝜆2 < 0, 𝜆1𝜆2 > 0である。 

 また(☆)の判別式を𝒟とすると, 𝒟 = (
𝑎1

𝛫1
𝛮1

0 +
𝑎2

𝛫2
𝛮2

0)
2

− 4
𝑎1𝑎2

𝛫1𝛫2
 𝛮1

0 𝛮2
0(1 − 𝛼𝛽) 

                                 = (
𝑎1

𝛫1
𝛮1

0 −
𝑎2

𝛫2
𝛮2

0)
2

+ 4
𝑎1𝑎2𝛼𝛽

𝛫1𝛫2
 𝛮1

0 𝛮2
0    > 0 

よって, 𝜆1,𝜆2は実数であり, 𝜆1 + 𝜆2 < 0, 𝜆1𝜆2 > 0であるから, 𝜆1 < 0, 𝜆2 < 0 

したがって点Rは沈点となり漸近安定である。 

以上より,漸近安定な平衡点は Q(0, 𝐾2)のみであることがわかった。 

 

第1象限から始まる(1)のすべての解が未来においても第1象限にとどまることはすでに示した。 

 

〇第1象限を
𝑑𝑁1

𝑑𝑡
, 
𝑑𝑁2

𝑑𝑡
の符号で分割する 

 

𝑑𝑁1
𝑑𝑡

= 0 ↔  𝑙1: 𝐾1 −𝑁1 − 𝛼𝑁2 = 0 

𝑑𝑁2
𝑑𝑡

= 0 ↔  𝑙2: 𝐾2 − 𝑁2 − 𝛽𝑁1 = 0 

直線 𝑙1,𝑙2を上のようにおく。 

平衡点Rは第1象限に存在するため,第1象限は以下のように4つの領域に分割される。 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0である領域をⅠ, 𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) < 0ある領域をⅡ, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0

である領域をⅢ, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) < 0ある領域をⅣとする。 

 

〇定理 2 の証明のために補題を2つ用意する 

 

補題 4 

𝑡 = 0において領域ⅡまたはⅢから始まる(1)のすべての解𝛮1(𝑡),𝛮2(𝑡)は,未来においてその領域

にとどまり,最終的に平衡解Rに近づく。 

(証明) 

背理法で証明する。 

𝑡 = 𝑡∗において,(1)のある解𝛮1(𝑡),𝛮2(𝑡)が初めて領域Ⅱを離れると仮定する。 

(𝑎)領域ⅡからⅣに入るとする。 

このとき,(1)の解は直線 𝑙1と交差するので, 𝑁1̇(𝑡
∗) = 0である。 

(1)の第1式の両辺を𝑡について微分し, 𝑡 = 𝑡∗とすると, 

  𝑁1̈(𝑡
∗) = 

𝑎1𝑁1(𝑡
∗)

𝐾1
(−α𝑁2̇(𝑡

∗)) > 0 (∵ 𝑁1(𝑡
∗) > 0, 𝑁2̇(𝑡

∗) < 0) 

したがって, 𝑁1̇(𝑡
∗) = 0かつ𝑁1̈(𝑡

∗) > 0より𝑁1(𝑡)は𝑡 = 𝑡
∗で極小値をとる。 

しかし,(1)の解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が領域Ⅱにある限り,𝑁1̇(𝑡) > 0より𝑁1(𝑡)は単調に増加するため矛盾

する。よって,領域Ⅱから領域Ⅳに入ることはない。 

(b)領域ⅡからⅣに入るとする。  

このとき,(1)の解は直線 𝑙2と交差するので, 𝑁2̇(𝑡
∗) = 0である。 

(1)の第2式の両辺を𝑡について微分し, 𝑡 = 𝑡∗とすると, 



  𝑁2̈(𝑡
∗) = 

𝑎2𝑁2(𝑡
∗)

𝐾2
(−𝛽𝑁1̇(𝑡

∗)) < 0 (∵ 𝑁2(𝑡
∗) > 0, 𝑁1̇(𝑡

∗) > 0) 

したがって, 𝑁2̇(𝑡
∗) = 0かつ𝑁2̈(𝑡

∗) < 0より𝑁1(𝑡)は𝑡 = 𝑡
∗で極大値をとる。 

しかし,(1)の解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)が領域Ⅱにある限り,𝑁2̇(𝑡) < 0より𝑁2(𝑡)は単調に減少するため矛盾

する。よって,領域Ⅱから領域Ⅰに入ることはない。 

 

(𝑎),(𝑏)より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅱから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は, 𝑡 ≥ 0の未来に

おいて領域Ⅱにとどまることが示せた。 

領域Ⅱでは 𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) < 0より, 𝑡 ≥ 0において, 

𝑁1(𝑡)は単調増加関数で𝑁1(𝑡) ≤ 𝐾1, 𝑁2(𝑡)は単調減少関数で𝑁2(𝑡) ≥ 0であることを意味する。 

よって補題 A,B より, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は(1)の平衡解に収束する。 

領域Ⅱ内にある(1)の平衡解は Q(0, 𝐾2), R(
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
)の2点である。 

しかし,領域Ⅱでは𝑁1(𝑡)は単調増加関数かつ𝑁1(0) > 0より,𝑁1の極限値は0ではないから Q では

ない。 

したがって, 𝑡 → ∞のとき, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)はR (
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
)に収束する。(領域Ⅲも同様)∎ 

 

補題 5 

𝑡 = 0において領域ⅠまたはⅣから始まり,未来においてもその領域にとどまり続ける(1)の

すべての解𝛮1(𝑡),𝛮2(𝑡)は,最終的に平衡解 R に近づく。 

(証明) 

(1)のある解𝑁1(𝑡) ,𝑁2(𝑡)が 𝑡 ≥ 0において領域Ⅰにとどまるならば ,領域Ⅰでは  𝑁1̇(𝑡) > 0 , 

𝑁2̇(𝑡) > 0より, 

𝑁1(𝑡)は単調増加関数で𝑁1(𝑡) ≤ 𝛫1, 𝑁2(𝑡)は単調増加関数で𝑁2(𝑡) ≤ 𝛫2である。 

よって補題 A,B より, 𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は(1)の平衡解に収束する。 

領域Ⅰ内にある(1)の平衡解は O(0,0), P(𝐾1, 0), Q(0, 𝐾2), R(
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
)の4点である。 

領域Ⅰでは𝑁1(𝑡)は単調増加関数で, 𝑁1(0) > 0より𝑁1の極限値は0ではない。  

よって O, Qではない。 

同様に,領域Ⅰでは𝑁2(𝑡)は単調増加関数で, 𝑁2(0) > 0より𝑁2の極限値は0ではない。 

よって P でもない。 

したがって, 𝑡 → ∞のとき, 𝛮1(𝑡),𝛮2(𝑡)は R(
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
,
𝛫2−𝛽𝛫1

1−𝛼𝛽
)に収束する。(領域Ⅳも同様)∎ 

 

〇定理2の証明まとめ 



補題4より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅱまたは領域Ⅲから始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は𝑡 →

∞のとき,平衡解 R に近づく。 

補題5より,時刻𝑡 = 0において領域Ⅰまたは領域Ⅳから始まり,未来においても常にこの領域にあ

る(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は, 𝑡 → ∞のとき,平衡解 R に近づく。 

次に, 𝑙1上, 𝑙2上から始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)を考える。 

𝑁1(𝑡) <
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
のとき𝑙1上では, 𝑁1̇(𝑡) = 0, 𝑁2̇(𝑡) < 0, 𝑙2上では, 𝑁1̇(𝑡) > 0, 𝑁2̇(𝑡) = 0より, 𝑙1上, 

𝑙2上から始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は直ちに領域Ⅱに入る。 

𝑁1(𝑡) >
𝛫1−𝛼𝛫2

1−𝛼𝛽
のとき𝑙1上では, 𝑁1̇(𝑡) = 0, 𝑁2̇(𝑡) > 0, 𝑙2上では, 𝑁1̇(𝑡) < 0, 𝑁2̇(𝑡) = 0より, 𝑙1上, 

𝑙2上から始まる(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は直ちに領域Ⅲに入る。そして補題4より, 𝑡 → ∞の

とき,平衡解 R に近づく。 

最後に時刻𝑡 = 0において領域Ⅰまたは領域Ⅳから始まり,ある時刻においてその領域を離れる

(1)のすべての解𝑁1(𝑡),𝑁2(𝑡)は,直線 𝑙1または直線 𝑙2を横切り,直ちに領域Ⅱまたは領域Ⅲに入

る。そして補題 4 より, 𝑡 → ∞のとき,平衡解 R に近づく。 

以上より,定理2を証明することができた。 

 

〇最後に 

𝛫1

𝛼
< 𝛫2, 

𝛫2

𝛽
> 𝛫1 ⟺ 𝛼 >

𝛫1

𝛫2
, 𝛽 <

𝛫2

𝛫1
 

のとき,定理 1より種1が絶滅することがわかった。 

たとえば,種2が種1に及ぼす影響力𝛼が大きく,種1が種2に及ぼす影響力𝛽が小さいときに,種1が

絶滅すると考えられる。 

 

𝛫1

𝛼
> 𝛫2, 

𝛫2

𝛽
> 𝛫1 ⟺ 𝛼 <

𝛫1

𝛫2
, 𝛽 <

𝛫2

𝛫1
 

のとき,定理 2より種1と種2は共存することがわかった。 

たとえば,種2が種1に及ぼす影響力𝛼と種1が種2に及ぼす影響力𝛽がともに小さいときに,種1と

種2が共存すると考えられる。 
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