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要旨
Gを有限アーベル群とするとき、Gから環 Cの乗法群 C× への群準同型 χ : G → C× のことを G上の指
標という。有限アーベル群の指標は整数論において基本的であり、素数の研究において有用である。今回の卒
業研究では，指標によって定義される概念として L関数やガウス和，ヤコビ和，3次剰余指標などについて学
び，ディリクレの算術級数定理や 3次剰余の相互法則といった非常に興味深い定理を証明した．この過程を通
じて，有限アーベル群の指標と整数論の関わりについて解析的整数論と代数的整数論の二つの観点から理解を
深めることができた。
第 1章では，有限アーベル群の指標について述べる．まず，有限アーベル群 G上の指標を定義し，群 Gと

G上の指標全体のなす群の間の関係や直交性という性質を証明する．また，ディリクレ指標やルジャンドル記
号などの重要な指標の例を導入する．
第 2章では，有限アーベル群の指標と解析的整数論の関わりの一例について述べる．まず，N ∈ Nとすると
き，剰余環 Z/NZの乗法群 (Z/NZ)× 上の指標 χに対して，ディリクレの L関数 L(s, χ)を定義する．そこ
では，類型であるリーマンのゼータ関数 ζ(s)の性質を踏まえて，L関数の積表現や全複素平面への解析接続
について述べる．そして，s = 1での値 L(1, χ)を評価することによって，ある形の素数の無限性を示すディ
リクレの算術級数定理を証明する．
第 3章では，有限アーベル群の指標と代数的整数論の関わりの一例について述べる．最初に，pを素数とす
るとき，剰余環 Z/pZの乗法群 (Z/pZ)× 上の指標 χ, λに対して，整数論で重要なガウス和 g(χ)やヤコビ和
J(χ, λ)を定義する．これを用いて，2つの素数の間の関係を記述する平方剰余の相互法則を証明する．次に，
環 Z[ω]の素元 π に対して 3次剰余指標 χπ を定義し，これを使って 3次合同方程式 x3 ≡ a (π), a ∈ Z[ω]が
解を持つための必要十分条件を述べる．そして，この 3次剰余指標によって Z[ω]の素元の間の関係を記述す
る 3次剰余の相互法則を先のガウス和とヤコビ和を用いて証明する．
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2. 解析的整数論と指標 
 
解析的整数論ではリーマンのゼータ関数、ディリクレ指標、L 関数について扱った。 

2.1 L 関数 !⼭本琳太郎・井上幸治" 

Def 2.1 リーマンのゼータ関数 
リーマンのゼータ関数𝜁(𝑠) = ∑ !

"!
(𝜎 > 1)#

"$! は𝑠 = 1で 1 位の極をもち𝜎＞１で成り⽴つオイ

ラー積表⽰𝜁(𝑠) = ∏ -1 + !
%!
+ !

%"!
+⋯0% = ∏ !

!&%#!%  -𝑝は素数0をもつ。 

また、メリン変換により𝜎 > 1で成り⽴つ積分表⽰ 
Γ(𝑠)をガンマ関数として、 

𝜁(𝑠) =
1
Γ(𝑠)3

𝑡'&!

𝑒( − 1𝑑𝑡
#

)
 

をもつ 
また、解析接続によって複素数全体に有理型関数として接続される。 
リーマンのゼータ関数には有名な関数等式が知られている。 

𝜋-
+
,Γ -

s
20 𝜁

(𝑠) = 𝜋
!-+
, Γ ;

1-s
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(1 − 𝑠) 

 
Def 2.2 χをディリクレ指標（mod N）とする。χに対応するディリクレの L 関数とは 
 

𝐿(𝑠, 𝜒) = A
𝜒(𝑛)
𝑛'

#

"$!

(1) 

 
と定義され、|𝜒(𝑛)| ≤ 1であることからこの級数は𝜎 > 1に対してリーマンのゼータ関数で
上から抑えられることより絶対収束する。 
χは乗法性を持つので、オイラー積表⽰ 

𝐿(𝑠, 𝜒) =E(1 +
𝜒(𝑝)
𝑝' +

𝜒(𝑝,)
𝑝,'

%

+⋯) 

をもち、さらにχは強い意味での乗法性𝜒(𝑝-) = 𝜒(𝑝)-をもつので 

𝐿(𝑠, 𝜒) =E(1 − 𝜒(𝑝)𝑝&')&!
%

(𝜎 > 1) (2) 

主指標𝜒)に対しては(2)より、 

𝐿(𝑠, 𝜒)) =E(1 − 𝜒)(𝑝)𝑝&')&'
%

 

𝜒)(𝑝)は p が N の約数のとき、つまり素因数のとき 0 なので 



E(1− 𝜒)(𝑝)𝑝&')&'
%

=E(1 − 𝑝&')&!
%∤/

 

=E(1 − 𝑝&')
%|/

E(1− 𝑝&')&!
%

 

=E(1 − 𝑝&') ∙
%|/

𝜁(𝑠) 

∏ (1 − 𝑝&')%|/ は有限の値なのでこのとき L 関数は特定の因数を除いてリーマンのゼータ関
数と⼀致し、そしてそれは解析接続により複素数全体に有理型に接続され唯⼀の特異点と

して s=1 において留数∏ (1 − 𝑝&!)%|/ = 1(/)
/

の 1 位の極をもつ。 

𝜒 ≠ 𝜒)に対して𝑥 → ∞のとき、定理 2.1 ディリクレ指標の直交性より 
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より𝐿(𝑠, 𝜒)の収束軸𝜎)は𝜎) = lim	sup
-→#

:;<∑ >(")$
%&'
:;<(-)

= lim	sup
-→#

:;</
:;<-

= 0より 0 であることがわか

る。(1)は𝜎 > 0において正則な関数を定義し、それはまた解析接続によって複素数全体に
正則に接続され𝜁(𝑠)のような関数等式をみたす。 
以上より、L 関数は𝜒 = 𝜒)のとき、𝐿(𝑠, 𝜒))は𝜎 > 1で収束し複素数全体に有理型関数とし

て接続され𝑠 = 1で1位の極をもつ。𝜒 ≠ 𝜒)のとき、𝐿(𝑠, 𝜒)は𝜎 > 0で収束し複素数全体に正
則に接続される。 
 
L 関数の重要な定理として𝐿(1, 𝜒) ≠ 0であることを証明する。また、この結果から
(𝑎, 𝑁) = 1 (𝑎 ∈ ℤ,𝑁 ∈ ℕ)をみたすとき、𝑁𝑘 + 𝑎(𝑘 ∈ ℤ?!)の形の素数が無限に存在すること
を⽰すことができる。 
 
Th 2.3 𝜒を𝜒)と異なるディリクレ指標（mod N）とする。このとき 

𝐿(1, 𝜒) ≠ 0 
proof 

𝐹(𝑠) =E𝐿(𝑠, 𝜒)
>

 



とおく。ここで𝜒はすべてのディリクレ指標にわたる。このとき𝜎 > 1において 
(2)のオイラー積表⽰と対数をとることにより 

log 𝐹(𝑠) =AAlog(1 − 𝜒(𝑝)𝑝&')&!
%>

 

=AAA
1
𝑟
𝜒(𝑝)@

𝑝@'     -log のテイラー展開により0
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  -	ディリクレ指標の直交性より0 

このことから𝑠 ∈ ℝB!に対してlog 𝐹(𝑠) ≥ 0 よって 

lim
'→!

𝐹(𝑠) ≥ 1 -𝑠:実数0 

F(s)は s=1 で 1 位の極をもつ唯⼀の因⼦𝐿(𝑠, 𝜒))を含むので、2 つ以上の指標𝜒 ≠ 𝜒)に対し
て𝐿(1, 𝜒) = 0ならば𝐹(𝑠)は𝑠 = 1で正則でlim

'→!
𝐹(𝑠) = 0であるがそれはこの結果に⽭盾する。 

よって𝐿(1, 𝜒) = 0となるような𝜒 ≠ 𝜒)が存在するならばそれは⾼々１つしかない。 
そのような指標χは𝐿(1, 𝜒) = 0より𝐿(1, �̅�) = 𝐿(1, 𝜒)hhhhhhhhh = 0より存在するならば実指標でなけ
ればならないことがわかる。 



Th 2.3 （再掲）
「𝜒を 𝜒0 と異なるディリクレ指標 (mod 𝑁)とする。そのとき

𝐿(1, 𝜒) ≠ 0

が成り立つ。」
proof
𝐿(1, 𝜒) = 0 となる指標が存在するならば実指標であることが示された。しかし実際にはそうした
実指標は存在しない。つまり、実指標 𝜒 ≠ 𝜒0 であれば 𝐿(1, 𝜒) ≠ 0である。この事実を背理法によ
り示す。

証明に先立ち、L関数 𝐿(𝑠, 𝜒)の正則性について記しておく。
・𝜒 = 𝜒0 のとき、𝑠 = 1において留数 𝜑(𝑁)

𝑁 の 1位の極をもち、それ以外では正則。したがって

lim
𝑠→1

𝐿(𝑠, 𝜒0) = ∞

・𝜒 ≠ 𝜒0 のとき、解析接続により 𝜎 > 0で広義一様絶対収束する正則関数。

まず、実指標 𝜒 ≠ 𝜒0 が 𝐿(1, 𝜒) = 0を満たしていると仮定して矛盾を導く。
𝜎 > 1に対して

Φ(𝑠) = 𝐿(𝑠, 𝜒)𝐿(𝑠, 𝜒0)
𝐿(2𝑠, 𝜒0)

とおく。すると分子は、𝑠 = 1 における 𝐿(𝑠, 𝜒0) の極は、そこにおける 𝐿(𝑠, 𝜒) の零点と打ち消し
あって正則である。一方、分母 𝐿(2𝑠, 𝜒0)は 𝑠 = 1

2 で極を持つ以外は正則で 0とは異なるから、結
局 Φ(𝑠)は 𝜎 ≧ 1

2 に対して正則である。
𝜎 > 1に対して、オイラー積表示を使って変形すると、

Φ(𝑠) = ∏
𝑝

1 − 𝜒0(𝑝)𝑝−2𝑠

(1 − 𝜒(𝑝)𝑝−𝑠) (1 − 𝜒0(𝑝)𝑝−𝑠)

= ∏
𝑝∤𝑁

1 − 𝑝−2𝑠

(1 − 𝜒(𝑝)𝑝−𝑠) (1 − 𝑝−𝑠)
(∵ディリクレ指標の定義)

= ∏
𝑝∤𝑁

1 + 𝑝−𝑠

1 − 𝜒(𝑝)𝑝−𝑠

= ∏
𝜒(𝑝)=1

1 + 𝑝−𝑠

1 − 𝑝−𝑠 = ∏
𝜒(𝑝)=1

(1 + 𝑝−𝑠) ⋅ 1
1 − 𝑝−𝑠

= ∏
𝜒(𝑝)=1

(1 + 𝑝−𝑠) (1 + 𝑝−𝑠 + 𝑝−2𝑠 + ⋯)

= ∏
𝜒(𝑝)=1

(1 + 2𝑝−𝑠 + 2𝑝−2𝑠 + ⋯)

となる。なお 3行目と 4行目の等号は 𝜒が実指標のため 𝜒(𝑝) = ±1であり、𝜒(𝑝) = −1なら、
1+𝑝−𝑠

1+𝑝−𝑠 = 1となることから 𝜒(𝑝) = 1を満たすものだけの和になることによる。
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この結果より Φ(𝑠)を非負実係数の通常のディレクレ級数と見ることができ、

Φ(𝑠) =
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠 (𝜎 > 1) , 𝑎𝑛 ≥ 0

と表すと、𝜎 > 1で絶対収束する。
そこで Φ(𝑠) を 𝑠 = 2 においてテーラー展開する。Φ(𝑠) は 𝜎 ≧ 1

2 で正則であるから、正則領域
|𝑠 − 2| < 3

2 に対してテイラー展開ができる。つまり

Φ(𝑠) =
∞

∑
𝑘=0

(𝑠 − 2)𝑘

𝑘!
Φ(𝑘)(2)

ここで 𝜎 > 1ではディレク級数は絶対収束するため微分と和の交換ができるので

Φ(𝑘)(2) = 𝑑(𝑘)

𝑑𝑠(𝑘) (
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠 )∣

𝑠=2

=
∞

∑
𝑛=1

( 𝑑(𝑘)

𝑑𝑠(𝑘)
𝑎𝑛
𝑛𝑠 )∣

𝑠=2

=
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛(− log𝑛)𝑘𝑛−𝑠∣
𝑠=2

=
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛(−1)𝑘(log𝑛)𝑘𝑛−2

よって、

Φ(𝑠) =
∞

∑
𝑘=0

(𝑠 − 2)𝑘

𝑘!

∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛(−1)𝑘(log𝑛)𝑘𝑛−2 =
∞

∑
𝑘=0

(2 − 𝑠)𝑘

𝑘!

∞
∑
𝑛=1

𝑎𝑛 (log𝑛)𝑘

𝑛2

すると、𝑎𝑛 ≧ 0によって右辺に生じた二重和は、実数 𝑠, 1
2 < 𝑠 < 2に対して単調減少関数となって

いることを示している。従って、

Φ(𝑠) ≧ Φ(2) =
∞

∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛2 ≧ 1 ∴Φ(𝑠) ≧ 1 (𝑠 ∈ ℝ, 1

2
< 𝑠 < 2)

しかし、一方で Φ(𝑠)は、分子は 𝑠 = 1
2 で正則だから有界であり、分母 𝐿(2𝑠, 𝜒0)は 𝑠 = 1

2 で極を持
つから、

lim
𝑠→ 1

2 +0
Φ(𝑠) =

𝐿( 1
2 , 𝜒)𝐿( 1

2 , 𝜒0)
lim𝑠→ 1

2 +0 𝐿(2𝑠, 𝜒0)
= 0

となり、これは 1
2 < 𝑠 < 2に対して Φ(𝑠) ≧ 1であることに矛盾している。

したがって、𝐿(1, 𝜒) = 0となる実指標 𝜒 ≠ 𝜒0 は存在しない。つまり、𝜒 ≠ 𝜒0 であれば、𝐿(1, 𝜒) ≠ 0
である。 �

以上で準備が整ったので、ディリクレ指標 𝜒 (mod 𝑁)に対応したディリクレの L関数の解析的
な性質を使ってディリクレの算術級数定理を証明する。
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0.1 ディリクレの算術級数定理 [井上幸治]

Th 2.4「𝑁 ∈ ℕとし、𝑎 ∈ ℤが (𝑎, 𝑁) = 1を満たしているとする。
そのとき、等差数列（算術級数）{𝑁𝑘 + 𝑎}𝑘=1,2,3,⋯ は無限個の素数を含む。」
この定理を証明するには

∑
𝑝

𝑝≡𝑎 (mod 𝑁)

1
𝑝

= ∞ (𝑝 ∶素数)

を示せば十分である。なぜなら、𝑝 = 𝑁𝑘 + 𝑎 ⇔ 𝑝 ≡ 𝑎 (mod 𝑁)を満たす素数 𝑝が有限個しかな
ければ、その逆数の和は有限になり上式は成り立たない。よってこの十分条件が成り立つことを示
していく。
proof
𝜎 > 1に対して

𝐺(𝑠) = ∑
𝑝

𝑝𝑟≡𝑎 (mod 𝑁)

∑
𝑟≧1

1
𝑟𝑝𝑟𝑠

とおく。すると、右辺は

∑
𝑝

𝑝𝑟≡𝑎 (mod 𝑁)

∑
𝑟≧1

1
𝑟𝑝𝑟𝑠 ≦ ∑

𝑝
𝑝𝑟≡𝑎 (mod 𝑁)

∑
𝑟≧1

1
(𝑝𝑟)𝑠 = 𝜁(𝑠)

と 𝜁(𝑠)で上から抑えられるため 𝜎 > 1で絶対収束する。そこで右辺の二重和について 2 通りの変
形をして 𝑠 → 1の極限を考える。

(A)まず 𝐺(𝑠)をディリクレ指標 𝜒 (mod 𝑁)の直交性を使い、𝜒 = 𝜒0 の和 (𝐴1)と 𝜒 ≠ 𝜒0 の
和 (𝐴2)の 2つに分ける。

𝐺(𝑠) = ∑
𝑝

∑
𝑟≧1

1
𝜑(𝑁)

∑
𝜒

𝜒(𝑎)𝜒(𝑝𝑟) 1
𝑟𝑝𝑟𝑠 (∵★★★★)

= 1
𝜑(𝑁)

∑
𝜒

𝜒(𝑎) ∑
𝑝

∞
∑
𝑟=1

𝜒(𝑝)𝑟

𝑟𝑝𝑟𝑠

= 1
𝜑(𝑁)

∑
𝜒

𝜒(𝑎) log𝐿(𝑠, 𝜒) (∵L 関数のオイラー積表示)

= 1
𝜑(𝑁)

log𝐿(𝑠, 𝜒0)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

(A1)

+ 1
𝜑(𝑁)

∑
𝜒≠𝜒0

𝜒(𝑎) log𝐿(𝑠, 𝜒)
⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟

(A2)

（★★★★）ディリクレ指標の直交性より、𝑝𝑟, 𝑎 ∈ ℤ, (𝑎, 𝑁) = 1のとき

1
𝜑(𝑁)

∑
𝜒

𝜒(𝑝𝑟)𝜒(𝑎) =
⎧{
⎨{⎩

1 𝑝𝑟 ≡ 𝑎 (mod 𝑁)のとき

0 𝑝𝑟 ≢ 𝑎 (mod 𝑁)のとき

ここで絶対収束性により、和の順序交換は許される。
すると、𝐿(𝑠, 𝜒0)は 𝑠 = 1で 1位の極を持つので 𝑠 → 1のとき (𝐴1)は∞に発散する。

3



一方、log𝐿(𝑠, 𝜒)は 𝜒 ≠ 𝜒0 に対し、𝐿(𝑠, 𝜒) ≠ 0かつ有界であるから、(𝐴2)は 0以外の有限な値に
収束する。つまり 𝑠 → 1のとき (𝐴1)と (𝐴2)の和である 𝐺(𝑠)は発散しなければならない。

(B)次に内側の 𝑟に関する和を 𝑟 = 1の和 (𝐵1)と 𝑟 ≧ 2の和 (𝐵2)の２つに分ける。

𝐺(𝑠) = ∑
𝑝

𝑝≡𝑎 (mod 𝑁)

1
𝑝𝑠

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(B1)

+ ∑
𝑝

𝑝𝑟≡𝑎 (mod 𝑁)

∑
𝑟≧2

1
𝑟𝑝𝑟𝑠

⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
(B2)

この (𝐵2)で 𝑠 = 1としたものを評価すると、

(𝐵2)|𝑠=1 ≦ ∑
𝑝

∞
∑
𝑟=2

1
𝑟𝑝𝑟

≦ ∑
𝑝

∞
∑
𝑟=2

1
2𝑝𝑟 = ∑

𝑝

1
2

⋅ 𝑝−2

1 − 𝑝−1 = ∑
𝑝

1
2

⋅ 1
𝑝(𝑝 − 1)

≦
∞

∑
𝑛=2

1
2

⋅ 1
𝑛(𝑛 − 1)

=
∞

∑
𝑛=2

1
2

( 1
𝑛 − 1

− 1
𝑛

) = 1
2
（有界）

したがって、𝑠 → 1のとき、(𝐵2)は有界である。
ところで先ほどの (A) 式の評価結果により、𝑠 → 1のとき 𝐺(𝑠)は発散する。すると (𝐵2)は有界で
あるので 𝑠 → 1のとき (𝐵1)は発散しなければならない。
よって (𝐵1)で 𝑠 → 1として

∑
𝑝

𝑝≡𝑎 (mod 𝑁)

1
𝑝

→ ∞

が成り立ち、定理の十分条件が示せた。 �

この定理を使えば様々な規則性を持った素数が無限に存在することがわかる。
例えば、𝑁 = 10, 𝑎 = 1とすると、11, 31, 41, 61, 71, 101などの一の位が 1の素数が無限個あることが
わかるし、𝑎 = 3, 7, 9のときには同様に一の位が 3,7,9 の素数も無限にあることがわかる。
また 𝑁 = 1000, 𝑎 = 1のとき 3001, 4001, 7001, 9001, 13001, ⋯

𝑁 = 1000, 𝑎 = −1のとき 1999, 2999, 4999, 8999, 13999, ⋯
と、下 3桁が 001や 999の素数が無限にあることもわかる。

4



3 代数的整数論と指標
3.1 ガウス和とヤコビ和 [只信伊織]

ここでは，整数論において重要なガウス和を定義し，その性質をいくつか述べる．以下では，pを素数とし，
Fp := Z/pZとおく．また，χを F×

p 上の指標とする．

定義 3.1. a ∈ Fp とする．このとき，χに対して，

ga(χ)
def
=
∑
t∈F×

p

χ(t)ζat

と定義する．ここで，ζ は 1の原始 p乗根である．ga(χ)を χに属する Fp 上のガウス和という．

上の定義では，a = n + pZ に対して ζa := ζn と定めていることに注意する．このとき，k ∈ Z とすると
ζa+pk = ζa(ζp)k = ζa となるので，ζa の値は代表元の取り方によらない．

命題 3.2. a ∈ Fp とする．
(1) a 6= 0かつ χ 6= χ0 ならば，ga(χ) = χ(a−1)g1(χ).

(2) a 6= 0かつ χ = χ0 ならば，ga(χ0) = −1.

(3) a = 0かつ χ 6= χ0 ならば，g0(χ) = 0.

(4) a = 0かつ χ = χ0 ならば，g0(χ0) = p− 1.

証明. (1). a 6= 0かつ χ 6= χ0 とする．このとき，

χ(a)ga(χ) = χ(a)
∑
t∈F×

p

χ(t)ζat =
∑
t∈F×

p

χ(at)ζat.

ここで，tが F×
p を亙るとき，a 6= 0より atも F×

p を亙る．よって，

χ(a)ga(χ) =
∑
t∈F×

p

χ(t)ζt = g1(χ).

したがって，ga(χ) = χ(a)−1g1(χ) = χ(a−1)g1(χ).

(2). a 6= 0かつ χ = χ0 のとき，

ga(χ0) =
∑
t∈F×

p

ζat =

p−1∑
t=1

ζat = −1 +

p−1∑
t=0

ζat = −1 +
ζap − 1

ζa − 1
= −1.

(3). a = 0かつ χ 6= χ0 のとき，指標の直交性より，

g0(χ) =
∑
t∈F×

p

χ(t) = 0.

(4). a = 0かつ χ = χ0 のとき，#F×
p = p− 1なので，

g0(χ0) =
∑
t∈F×

p

1 = p− 1.



以降，g1(χ)を単に g(χ)と書くことにする．

命題 3.3. χ 6= χ0 とすると，|g(χ)| = √
p.

証明.
∑

a∈Fp
ga(χ)ga(χ)を 2通りの方法で計算する．

a 6= 0 とすると，命題 3.2 より ga(χ) = χ(a−1)g(χ) = χ(a)g(χ) かつ ga(χ) = χ(a−1)g(χ). よって，
ga(χ)ga(χ) = χ(a)χ(a−1)g(χ)g(χ) = |g(χ)|2. また，g0(χ) = 0なので，∑

a∈Fp

ga(χ)ga(χ) = (p− 1)|g(χ)|2.

一方で，ガウス和の定義より，

ga(χ)ga(χ) =
∑

x∈F×
p

∑
y∈F×

p

χ(x)χ(y)ζax−ay.

ここで，x 6= y のとき∑a∈Fp
ζa(x−y) = ζp(x−y)−1

ζx−y−1 = 0であり，x = y のとき∑a∈Fp
ζa(x−y) = p. よって，

∑
a∈Fp

ga(χ)ga(χ) =
∑

x∈F×
p

∑
y∈F×

p

χ(x)χ(y)

∑
a∈Fp

ζa(x−y)


= p

∑
x∈F×

p

χ(x)χ(x) = p
∑

x∈F×
p

1

= p(p− 1).

ゆえに，(p− 1)|g(χ)|2 = p(p− 1). |g(χ)| ≥ 0なので，|g(χ)| = √
pとなる．

系 3.4. χ 6= χ0 とすると，g(χ)g(χ) = χ(−1)p.

証明. 命題 3.3より，g(χ)g(χ) = p. ここで，χ(−1) = ±1より χ(−1) = χ(−1)なので，

g(χ) =
∑
t∈F×

p

χ(t) · ζt = χ(−1)
∑
t∈F×

p

χ(−t) · ζt = χ(−1)
∑
t∈F×

p

χ(−t)ζ−t.

tが F×
p 上を亙るとき，−tも F×

p を亙るので，

g(χ) = χ(−1)
∑
t∈F×

p

χ(t)ζt = χ(−1)g(χ).

よって，χ(−1)g(χ)g(χ) = p. χ(−1) = ±1なので，g(χ)g(χ) = χ(−1)pである．

次に，ガウス和と同様に重要なヤコビ和を定義し，ガウス和とヤコビ和の間に成り立つ関係について述べて
いく．以下では χ, λを F×

p 上の指標とする．

定義 3.5. χ, λに対して，
J(χ, λ)

def
=

∑
a+b=1

χ(a)λ(b)

と定義する．ここで，a, bは F×
p を動く．J(χ, λ)をヤコビ和という．

ガウス和とヤコビ和には次のような関係が成り立つ．



定理 3.6. χ, λ 6= χ0 とする．このとき，
(1) J(χ0, χ0) = p− 2.

(2) J(χ0, χ) = −1.

(3) J(χ, χ−1) = −χ(−1).

(4) χλ 6= χ0 のとき，
J(χ, λ) =

g(χ)g(λ)

g(χλ)
.

証明. (1). {(a, b) ∈ (F×
p )2 | a+ b = 1} = {(a, 1− a) | a ∈ F×

p , a 6= 1}なので，

J(χ0, χ0) =
∑

a∈F×
p \{1}

χ0(a)χ0(1− a) =
∑

a∈F×
p \{1}

1 = p− 2.

(2). 指標の直交性より，

J(χ0, χ) =
∑

a∈F×
p \{1}

χ(a) = −χ(1) +
∑

a∈F×
p

χ(a) = −1.

(3).

J(χ, χ−1) =
∑

a∈F×
p \{1}

χ(a)χ−1(1− a) =
∑

a∈F×
p \{1}

χ(a(1− a)−1).

c = a(1− a)−1 とおくと，c 6= −1のとき a = c(1 + c)−1. よって，aが F×
p \{1}を亙るとき，a(1− a)−1 は

F×
p \{−1}を亙る．よって，指標の直交性より，

J(χ, χ−1) =
∑

c∈F×
p \{−1}

χ(c) = −χ(−1) +
∑
c∈F×

p

χ(c) = −χ(−1).

(4). ガウス和の定義より，

g(χ)g(λ) =
∑

x,y∈F×
p

χ(x)λ(y)ζx+y =
∑
t∈Fp

( ∑
x+y=t

χ(x)λ(y)

)
ζt.

t = 0のとき，指標の直交性より，∑
x+y=0

χ(x)λ(y) =
∑

x∈F×
p

χ(x)λ(−x) = λ(−1)
∑

x∈F×
p

χλ(x) = 0.

t 6= 0のとき，各 x, y ∈ F×
p に対して x = tx′, y = ty′ となる x′, y′ ∈ F×

p がただ一つ存在する．このとき，
x+ y = tとすると，x′ + y′ = 1. よって，∑

x+y=t

χ(x)λ(y) =
∑

x′+y′=1

χ(tx′)λ(ty′) = χλ(t)J(χ, λ).

したがって，
g(χ)g(λ) =

∑
t∈Fp

χλ(t)J(χ, λ)ζt = J(χ, λ)g(χλ).

よって，J(χ, λ) = g(χ)g(λ)
g(χλ) となる．

系 3.7. χ, λ 6= χ0 とし，χλ 6= χ0 とする．このとき，

|J(χ, λ)| = √
p.



証明. 命題 3.3と定理 3.6の (4)より，

|J(χ, λ)| = |g(χ)||g(λ)|
|g(χλ)|

=

√
p
√
p

√
p

=
√
p.

命題 3.8. n ∈ Z>2, p ≡ 1 (n)とし，χを位数 nの指標とする．このとき，

g(χ)n = χ(−1)pJ(χ, χ)J(χ, χ2) · · · J(χ, χn−2).

証明. χの位数は n > 2なので，定理 3.6より，g(χ)2 = J(χ, χ)g(χ2).

n = 3のとき，χ2 = χなので，系 3.4より，

g(χ)3 = g(χ)g(χ)J(χ, χ) = χ(−1)pJ(χ, χ).

n > 3のとき，定理 3.6より，

g(χ)3 = J(χ, χ)g(χ2)g(χ) = J(χ, χ)J(χ, χ2)g(χ3).

よって，帰納的に，
g(χ)n−1 = J(χ, χ)J(χ, χ2) · · · J(χ, χn−2)g(χn−1).

χn−1 = χ−1 = χなので，系 3.4より，

g(χ)n = g(χ)g(χ)J(χ, χ)J(χ, χ2) · · · J(χ, χn−2) = χ(−1)pJ(χ, χ)J(χ, χ2) · · · J(χ, χn−2).

系 3.9. χを位数 3の指標とすると，g(χ)3 = pJ(χ, χ).

証明. 命題 3.8より，g(χ)3 = χ(−1)pJ(χ, χ). ここで，χの位数は 3なので，

χ(−1) = χ((−1)3) = χ(−1)3 = χ3(−1) = 1.

よって，g(χ)3 = pJ(χ, χ).

また，χを位数 3の指標とすると，J(χ, χ) ∈ Z[ω] := {a+ bω | a, b ∈ Z}となる．ここで，ω は 1でない 1

の原始 3乗根である．このとき，次が成り立つ．

命題 3.10. p ≡ 1 (3)とし，χを位数 3の指標とする．また，J(χ, χ) = a+ bω, a, b ∈ Zとおく．このとき，
(1) b ≡ 0 (3).

(2) a ≡ −1 (3).

証明. ガウス和の定義より，

g(χ)3 =

∑
t∈F×

p

χ(t)ζt

3

≡
∑
t∈F×

p

χ(t)3ζ3t (3).

χの位数は 3なので，任意の t ∈ F×
p に対して χ(t)3 = 1. ゆえに，(3, p) = 1なので，

g(χ)3 ≡
p−1∑
t=1

ζ3t = −1 +

p−1∑
t=0

ζ3t = −1 (3).



よって，系 3.9より g(χ)3 = pJ(χ, χ)なので，

pJ(χ, χ) ≡ a+ bω ≡ −1 (3).

χを χに置き換えて同様に考えると，g(χ) = χ(−1)g(χ) = g(χ)なので，

g(χ)3 = pJ(χ, χ) ≡ a+ bω ≡ −1 (3).

二つの式の差をとると，b(ω − ω) ≡ 0 (3). よって，b
√
−3 ≡ 0 (3). 両辺を 2乗すると，−3b2 ≡ 0 (9). ゆえ

に，9 | −3b2 なので，3 | b. また，a+ bω ≡ −1 (3)なので，a ≡ −1 (3).

3.2 平方剰余の相互法則 [只信伊織]

pを素数とするとき，
(

p

)
をルジャンドル記号として χp(n+ pZ) :=

(
n
p

)
と定義すれば，χp は F×

p 上の指
標である．この χp のガウス和によって，素数の間の関係を記述する平方剰余の相互法則を示すことができる．
まずは，ルジャンドル記号に対して成り立つ命題を証明する．以下では pを奇素数とする．

命題 3.11. a ∈ Zとすると，
a

p−1
2 ≡

(
a

p

)
(p).

証明. p | aのとき，
(

0
p

)
= 0なので上の式は成り立つ．

p 6 | aとする．このとき，フェルマーの小定理より ap−1 ≡ 1 (p). よって，

(a
p−1
2 + 1)(a

p−1
2 − 1) = ap−1 − 1 ≡ 0 (p).

ゆえに，a
p−1
2 ≡ ±1 (p).

一方で，x2 ≡ a (p)を満たす x ∈ Zが存在すれば，p 6 | x. よって，A = a+ pZとおくと，

∃x ∈ Z s.t. x2 ≡ a (p) ⇐⇒ ∃X ∈ F×
p s.t. X2 = A.

Γを F×
p の生成元とすると，上の条件は，ある n ∈ Zが存在して Γ2n = Aを満たすことと同値．このとき，

A
p−1
2 = Γn(p−1) = 1.

逆に，A p−1
2 = 1が成り立つとするとき，A = Γa, 0 ≤ a ≤ p−2とすると，Γ a(p−1)

2 = 1.よって，p−1 | a(p−1)
2 .

0 ≤ a ≤ p− 2より p− 1 6 | aなので，これは 2 | aと同値である．ゆえに，
(

a
p

)
= 1と a

p−1
2 ≡ 1 (p)は同値

である．したがって，
a

p−1
2 ≡

(
a

p

)
(p).

先の命題で a = −1とすると，(−1)
p−1
2 と

(
−1
p

)
はともに ±1しか取り得ないので，次の系が成り立つ．

系 3.12.

(−1)
p−1
2 =

(
−1

p

)
.



この系と χp =
(

p

)
のガウス和によって，次の平方剰余の相互法則を証明することができる．

ここで，一般の環 Rにおいて，α, β, γ ∈ Rに対し，

α ≡ β (γ)
def⇐⇒ γ | (α− β)

def⇐⇒ ∃δ ∈ R s.t. α− β = δγ.

と定義する．これは同値関係である．

定理 3.13. p, q を相異なる奇素数とする．このとき，(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

証明. p∗ = (−1)
p−1
2 pとおく．g(χp)

q を２通りの方法で計算することで証明する．
χp は実数値しか取り得ないので，χp = χp. よって，系 3.4と系 3.12より，

g(χp)
2 =

(
−1

p

)
p = (−1)

p−1
2 p = p∗.

両辺を q−1
2 乗すると，命題 3.11より，

g(χp)
q−1 = (p∗)

q−1
2 ≡

(
p∗

q

)
(q).

よって，
g(χp)

q ≡
(
p∗

q

)
g(χp) (q).

一方で，ガウス和の定義より，

g(χp)
q =

∑
t∈F×

p

(
t

p

)
ζt

q

≡
∑
t∈F×

p

(
t

p

)q

ζqt =
∑
t∈F×

p

(
t

p

)
ζqt = gq(χp) (q).

命題 3.2より，gq(χp) =
(

q−1

p

)
g(χp) =

(
q
p

)
g(χp)なので，

g(χp)
q ≡

(
q

p

)
g(χp) (q).

したがって，2通りの方法で計算することができたので，(
q

p

)
g(χp) ≡

(
p∗

q

)
g(χp) (q).

両辺に g(χp)をかけると，g(χp)
2 = p∗ なので，(

q

p

)
p∗ ≡

(
p∗

q

)
p∗ (q).

(p∗, q) = 1なので， (
q

p

)
≡
(
p∗

q

)
(q).



両辺とも ±1しか取り得ないので， (
q

p

)
=

(
p∗

q

)
.

ここで，p∗ = (−1)
p−1
2 を戻せば，
(
p∗

q

)
=

(
(−1)

p−1
2 p

q

)
=

(
−1

q

) p−1
2
(
p

q

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2

(
p

q

)
.

したがって， (
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .



3
.

3 3次剰余指標( 沼田要 ]

D : = Z[W ]: = {sttwlstea } (We 6 っ
ω=! . ω キ )

とする｡ このとき ､ D は環 である｡
また

､ α eD の JIL ム Nα を

Nα=α よは : α と共役 な複素数 )
で定 める ｡

Prop 3. 14

Dが単元にN α=11 また ､
D上 の 単元はさ ｣ ｡ さん ｡ さ ωw

(proof) の CD :単元 とする ｡
このとき ､

ヨBCDst. αβ= 1

両辺 の J ルムを 考えると ､

NL∝ BJ = N (D

NCαβ) =αβ . αB =αよ . BB=NANB
N ( 1) = 1

∴ N∝ NB = 1

N α ､ NBCN なので ､ Nα= 1 1
⇐1∝ tD について ､ Nα= 1 とする

｡

このとき ､
α よ = 1 …α志 /

さて ､
α= atbweD

_
(a _ bea) を 単元 とする ｡

Nα=αα= 1 なので
､

'- abtb= 1 … (2 a - b)
“

+ 3b = 4

このとき ､ aube 4 の 値 の 可能性として､

( i ) 2 a ~ b =± !
に b =± 1

( : i ) 2 a - b =± 2 . b = 0

( い ) で b = 1 ⇒ a = 10 r 0 ⇒α= 1t ω に -ω) orw

b = - 1 ⇒ a = 0 or 1⇒= ーωor 一 ( 6 t ω )=ω^)

li)で b = 0 ⇒ A= 10 r - 13 α= 10r - 1

https://goodnotes.com/


さらに ､ これらの値 は単求 としての 染件 を満 たす ｡

よって ､ D上 の 単はさ 1 ､ さん ､
さ ω

”

｣十

がとた｡このとき 即を: 素数t . Nπ=Por
また ､Nπ 3

← を:素数 t π中 q
ー

Nπ p"T π～P

(proof] NE = N 31 とすると ､π E =

このとき ｡やを素数t π 1 P
Paπγ { γeD ] とすると ､

NE-N γ=NP =
p

このとき
､
｢NP かつ NYP ｣ール

または ｢ Nπ㎡か ?N = 1 ｣ーに｣

( ; ) π= Uq [ U :元､ q ← で : 素数)とすると ､

P=Nπ=NU-Nq =
q

”これは P .←を : 素数に 矛盾

∴ qtを: 素数｣t ､ πれ 飛

{i ]γ : 単元なので､ π～ B

｣
t . Nπ= P lptを :素数 ) とする ｡Lこのとき ､ むはD上素求 となる ｡

proofJ π EDを素 でないとする ｡

このとき ､
間
､γCBt ｡= “ ､ Ne . Nr > 1

そのとき ､ P =N π=NeNr これは pR:素数に矛盾 い π iD上素元 ｣

力素につた( i) E] [ } ⇒ D:素元st. P=ππ

i1 P 江33⇒ P は D 上素元

また ､ 3 ニーω” くーω㎡であり ､ 1 - ω はD上素元
ー

(proofipeD :素元でないとする ｡
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このとき ､
既､tDt. =π Z Na ､NZT 1

. P
:NE- Nγ. . Nπ=P

L =A+bw {a . be2) として ､ 166 u を考えると ､

P=a-abtb . :4 p (za-b + 3”

:
∴ P≡ [2a - b ]

~

[ 3]

3 P⇒ PEI] Oke 4 に 対し ､

Kなこ3k)+ 1 引 ふL(3 kt 3)こるがt) +にいるふ
…
｢

PeD :素でない｣ かつ｢ ｣⇒ 弾

これの対偶 を 考えると ､

い 3)⇒ ｢ pED : 素 ｣または｢ 引 β｣

さらに 2 引を合わせて考えると､

2 [ 33 3 pED :素元 これより { i] は OK *

PE 1133 とする｡ このとき ､平方剰余の相互法則 より
､

呂=にに別劇崎”
= ]に =1

: ヨ
aG 4 s

.
t .

a

≡ - 3 6p)

せなst .pb=+ 3

… P ( +3]={ at )( @)

= (at 1 +2ω) (a- 1 ~2ω)

P : 素元とすると ､ pla+1 it2w) orplla - 1 -2w)

pKa+1 + 2w)とすると ､

CtfweDs .
t
. p (Ctdw) zat 1 + 2w

い paに 2 しかし､ 引 ) よりP 2にを
pKa - 120) としても 同様の結論が得られる

｡

従って ､P はD上素 でない ｡
､ 既

､ feDt ､=πγ ､ N
π”､ Nr1

16Lh を考えると ､=NP =NπNZ ∴ P=Nππむ

また ､Prop 3 . 16 より πEDは 素起よって ) はO
“
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-181 ℃~1 )(℃~ω}( ℃ーω)であり ､

t2C+=( x~ω )( ℃一)である｡

ここで 北｣ を代入 すると ､

ろこしいにω)(ー ω)= ( it ω)( ! - ω )?

ω ' (
I

-ω)
s

: φ=N -w)s
.

… 3 =N(( -ω )Prop316 より 5w は D上素 ､｣
以上より ､次の命題 が得られる ｡

Prop 3 . 18

が素元
⇐3 ) 1) ③ のいずれかを満たす

いを 素数引引t ､ =πE1 月門を 素数､ みst ､ π～P

死素筑とする
｡

ここで､剰余環品 = {α+πDi αtD} について 考える ｡

Prop 3 . 19
ー

πED : 素品 とする ｡1こ D は位数Nπ の有限体である ｡

iproof1 D は体

αCDs . t .O ｣ とする ｡

このとき ｡
B

γED 法 β+π=1

: :βα= !(π

… (α+πD] ( β tvD] =αβ tπ D
= Itπ D

… αな D は影上の単元

は位数Nπ

Prop3. 18 で場合分けをする
｡

sEl3 ] :出上素数で､ππ=NPとする ｡ このとき ､ {orッ-}が“

1 要素はNp個となる
｡

π catbw larbe2) とする
｡
このとき = -abtb” よりb
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(plb とすると ､ O ≡㎡ p) ∴Pl” ､p素数よりPla… Kこれは π素 (と
U=MtRW Imme 2 )とすると､

act2 st .abinIp )( 1 b
. p>= i \n )

そのとき U
- C= mt んω~Clatbow)

Im-cat (r -cblw

三 m - ca lp)

-µ 己 M - CALπ) Ialp) . .neDlecsitu≡l iπ)

L = SPtr LS . reW . OSrsp) とする ｡

このとき r) だ ､ さらにすr (｣

よっracDv←{-1p-1} s
. t

. µ≡W ()

また､ひぴ
｢

(π) ぴぴ ^←2､ OS“WEp )のとき､

司事EDst.ひぴなまであり ､ (ぴ-
ぴ) = pNN

- -p /-wr . …ひ=
V

~/

34π= q 213 ) .qEを :素数とする｡このとき {atbwloEa .b

1は N π=個となる｡

µ=mtnweD (m = qsta .
n = qttb .

s
.
t
.
a

.
be4

.
0 sa. baq} とする｡

このとき ､ µ= (qSta) + (qttb)w

三atbw (q )

次に atbwiab^w

( q){ o Ʃ a.b .a､ baq} とする｡

そのとき [a~a)t (b-b)ω≡ O [q]

:+weD､ を ､を
o ≤a.bs% より2a = a､b = bン

swのとき 1o}が完全代表系 とする｡要素

U= MTRW (M - MEZ) とする ｡

このとき
､ µさん ( 1_ω) = mtnw + の -RW = M +M

よっち､µ tん (にω)≡mtn (lwa) ー"µ 三 m+ n ( 6…w

従っと､ueDsteilClow)

l= 3str ( s. re& .O Ʃ E 2) とする ｡

このとき r 3なのど ､eir( ー ω ) となる ｡何ー
ω (*_ω)= 3)
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-:FacD are {- t . o . i} St
. µar ( I - w)

次に ｢ ミr (w)( rorE2 .
O ≤rr｣ のとき

ョFEDs. t .r - ド ^“(-ω )γであり､(r =3Nγ

∴ 3 / (r- r) . ∴ r =
r

廾
この Propから別の乗誌法群(品

)
は 位数Nπ~ 1の巡回

これより ､αCDに対 し､παとすると
､
! π ｣ となる｡

以降品､} D素 t 3とする｡
このとき

､ +π D ､w +πD ω'+πD ← F は 相異 なる
｡

⑦ 1 tπD =ω+πDを 仮定すると ､

三w )であり､ いー ω ) また ､ー ω素なのど ､π～ ーw よって N=N-w=3矛 し
1 tπD=ω+πDを仮定 すると ､ーω 例であり､tω= [ 6 tw) ( しーω)

π 素元なので､ π り(ω )or (tw)

π 1 い-ω )⇒N π= 3となり 矛盾 ｣itw)元となり 矛盾し

ω tπD=ω+aDを 仮定すると ､ ww( 何であり､ ( w-)= w ( ow} [ itw)

｡元なので､ wr π r)or π1 itw)

π [1-ω)⇒N π } となり矛盾 ､ wortw)⇒π単元 となり矛増 い

よって ､{けπ D っωπ D
｡ω+π} は位数すでF

の

分群なので､ラグランジュ

Prop 3. 20

1 ∝eb πt αとする｡このときヨ ! ←{o ｡1.2 } t αωm しπ )

(proof) π (α
Nπ-'-1 ) =(
α
_ ) (α
-

ω)( α答
ーω )̂

π :素元なので ､amt{ o｡に 2 } s .t.の ω^ ) π (α
-

ω)

また ､mne{o｡ v 2} t .π(αω^ ) _ α崎ω^) とすると ､αw^)- (α
…w
“
予ω
”

(a}∴ w ^scuom

これにより
､ 3次剰余指標の定義ができる ｡

Bef3.21

っ{ wー w'}において ､ α+πDeEに対し､

Xπ (αtπ D) =λ
崎

(π)越のを π を 法 とする 3次乗り余指標 という
｡

https://goodnotes.com/


Rem αCDに対し､

Xπ (α)=(π (α+π
D) (π+α)

0 [π 1α)

に拡張可能である ｡以降 ､ πD →{ww} とする ｡

Prop3
.

22

1αとする｡このとき､ π( α)=13x≡の π)がD上で解をもつ

(proof｣ πtα より ､A .=α+πD≠ o +π D

また
､ 解をもっとき 北 O( π)となるので ､

xE 切 t . ピミαπ) ② C←D -x 職汐 t. π)

⇐>孑tF. t . X :A -や)
また ､ F

｢ は位数Nπ - 1の巡回郡群なので､ Fの生乱 をFとする ｡｢

)⇐> antは stア'”ニア aヨne &st
.A
)=()=で(

N=

凸 α例成 π ( α)=1

Frop3. 23
ー

l αtD とする｡ このとき= x πは)= Xπし α)~

iproof7= xπ(ょ)

の築飛 (α) (π) より
､
ヨBCDstπβこの_π (α) よって π☆= ま

”
_ π(

…す(π )また ､N π= N πなので ､

Xπは) =すこす 発
π
( π)1 /

=4 ππ(

α1= (oowor wであり,8 = 0 :｢ =☆= w '- u+=w

= X π
( α)̂

ー

｣
Xq≡2 ] :2上素数､ n4st. n とq は互いに素 とする

｡

このとき ､れ=
M , q %なので､Prop3 .23より4q] =@ (n) =Xq(”

.
: Nq (n) ( 1 _-4q(n)]= 0

qiMは互いに素で Xql)toなのど 4@ n)=1

よ｡ で､ Prop3 .22よりピn[ q)は D 上で常に璺解をもつっ
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3.4 3次剰余の相互法則 [只信伊織]

まず，3次剰余の相互法則を定式化するために必要な概念である primaryを定義する．以下では D = Z[ω]
とおき，π ∈ D は素元，p, q ∈ Zはそれぞれ p ≡ 1 (3), q ≡ 2 (3)となる素数とする．

定義 3.24. π が π ≡ 2 (3)を満たすとき，π は primaryであるという．

q ≡ 2 (3)なので，qはDの primaryな素元である．また，素元 π = a+ bω ∈ Dが primaryであることは，
a ≡ 2 (3), b ≡ 0 (3)と同値である．さらに，π = a+ bωが primaryであるとき，π = a+ bω = (a− b)− bω.

このとき，a− b ≡ 2 (3), − b ≡ 0 (3)なので，π も primaryである．

命題 3.25. Nπ = pとする．このとき，π と同伴な元の中で primaryなものはただ一つである．

証明. π = a + bω, a, b ∈ Zとする．π と同伴な元は π, ωπ, ω2π,−π,−ωπ,−ω2π である．よって，a, bでこ
れらの元を表すと，

(1) a+ bω.

(2) −b+ (a− b)ω.

(3) (b− a)− aω.

(4) −a− bω.

(5) b+ (b− a)ω.

(6) (a− b) + aω.

Nπ = p = a2−ab+ b2 なので，3 | aかつ 3 | bとすると p ≡ 0 (3)となり矛盾．よって，36 | aまたは 3 6 | b. 必
要なら (1)と (2)を置き換えることによって 3 6 | aとしてよい．さらに，(1)と (4)を置き換えることによって
a ≡ 2 (3)としてよい．このとき，p = a2 − ab+ b2 より 1 ≡ 4− 2b+ b2 (3). よって，b(b− 2) ≡ 0 (3)なの
で，b ≡ 0, 2 (3). b ≡ 0 (3)であれば a+ bω が primaryであり，b ≡ 2 (3)であれば b+ (b− a)ω が primary

なので，存在が示された．
一意性を示すために，a + bω が primary であるとする．このとき，a ≡ 2 (3), b ≡ 0 (3) より −b, b −

a,−a, b 6≡ 2 (3)なので，(2)-(5)は primaryでない．また，a 6≡ 0 (3)なので，(6)も primaryでない．よっ
て，primaryは一意的である．

これにより，primaryな素元が次のように分類できる．

命題 3.26. π ∈ D が primaryな素元であることは，以下のどちらかが成り立つことと同値である．
(1) ある素数 p ≡ 1 (3)が存在して Nπ = p，かつ，π ≡ 2 (3).

(2) ある素数 q ≡ 2 (3)が存在して π = q.

Nπ = pとすると，写像 φ : Z/pZ 3 n+ pZ 7→ n+ πD ∈ D/πDによって Fp := Z/pZと Fπ := D/πDは
同型になるので，3次剰余指標 χπ を位数 3の F×

p 上の指標とみなすことができる．よって，χπ に対してガ
ウス和やヤコビ和を考えることができ，同様の性質が成り立つ．
ここで，χを位数 3の F×

p 上の指標とすると，系 3.7より J(χ, χ)J(χ, χ) = p. よって，命題 3.10も踏まえ
ると，J(χ, χ)はノルムが pであるDの primaryな素元である．特に，3次剰余指標 χπ に対しては次が成り
立つ．



補題 3.27. Nπ = pかつ π は primaryとする．このとき，

J(χπ, χπ) = π.

証明. ヤコビ和の定義より，

J(χπ, χπ) =
∑

x∈F×
π \{1}

χπ(x)χπ(1− x)

≡
∑

x∈F×
π \{1}

x
p−1
3 (1− x)

p−1
3 =

∑
x∈F×

π

x
p−1
3 (1− x)

p−1
3 (π).

ここで X
p−1
3 (1−X)

p−1
3 =

∑2(p−1)/3
k=0 akX

k とおくと，

J(χπ, χπ) ≡
∑

x∈F×
π

2(p−1)/3∑
k=0

akx
k =

2(p−1)/3∑
k=0

ak

 ∑
x∈F×

π

xk

 (π).

このとき，F×
π の生成元を Γとすると，任意の 0 ≤ k ≤ 2(p−1)

3 に対して，

∑
x∈F×

π

xk =

p−2∑
i=0

Γki =
Γk(p−1) − 1

Γk − 1
= 0.

よって，J(χπ, χπ) ≡ 0 (π)なので，π | J(χπ, χπ). 素元は既約元でもあるので，J(χπ, χπ) ∼ π. primaryの
一意性より，J(χπ, χπ) = π.

補題 3.27と系 3.9より次が成り立つ．

系 3.28. Nπ = pかつ π は primaryとする．このとき，

g(χπ)
3 = pπ.

先に示した平方剰余の相互法則では，相異なる素数の間にある関係を記述することができた．これと同様
に，先の 3次剰余指標 χπ によって D の相異なる素元の関係を記述することができる．これが次の 3次剰余
の相互法則である．

定理 3.29. π1, π2 ∈ D を primaryな素元とし，Nπ1, Nπ2 6= 3かつ Nπ1 6= Nπ2 とする．このとき，

χπ1
(π2) = χπ2

(π1).

証明. 命題 3.26に基づいて，
(1) ある素数 q1, q2 ≡ 2 (3)が存在して π1 = q1, π2 = q2.

(2) ある素数 q ≡ 2 (3), p ≡ 1 (3)が存在して π1 = q, π1 = π, Nπ = p.

(3) ある素数 p1, p2 ≡ 1 (3)が存在して Nπ1 = p1, Nπ2 = p2.

に場合分けして考える．
(1). π1 = q1, π2 = q2 とすると，(q1, q2) = 1なので，χq1(q2) = χq2(q1) = 1.

(2). π1 = q, π1 = π, Nπ = pとする．g(χπ)
q2 を 2通りの方法で計算する．

まず，系 3.28より，g(χπ)
3 = pπ. 両辺を q2−1

3 乗すると，g(χπ)
q2−1 = (pπ)q

2−1. Nq = q2 なので，3次
剰余指標の定義より，

g(χπ)
q2−1 ≡ χq(pπ) (q).



よって，(p, q) = 1なので，

g(χπ)
q2 ≡ χq(p)χq(π)g(χπ) = χq(π)g(χπ) (q).

一方，ガウス和の定義より，

g(χπ)
q2 =

∑
t∈F×

π

χπ(t)ζ
t

q2

≡
∑
t∈F×

π

χπ(t)
q2ζq

2t (q)

ここで，q2 ≡ 1 (3)かつ χπ(t)は 1の 3乗根なので,

g(χπ)
q2 ≡

∑
t∈F×

π

χπ(t)ζ
q2t = gq2(χπ) (q).

命題 3.2より，gq2(χπ) = χπ(q
−2)g(χπ) = χπ(q)

−2g(χπ) = χπ(q)g(χπ)なので，

g(χπ)
q2 ≡ χπ(q)g(χπ) (q).

以上より，g(χπ)
q2 を 2通りの方法で計算できたので，

χπ(q)g(χπ) ≡ χq(π)g(χπ) (q).

両辺に g(χπ)をかけると，命題 3.3より g(χπ)g(χπ) = pなので，

χπ(q)p ≡ χq(π)p (q).

(p, q) = 1なので，
χπ(q) ≡ χq(π) (q).

したがって，
χπ(q) = χq(π).

(3). Nπ1 = p1, Nπ2 = p2 とする．このとき，γ1 = π1, γ2 = π2 とおくと，p1 = π1γ1, p2 = π2γ2 かつ
γ1, γ2 も primaryである．ここで，系 3.9より，g(χγ1

)3 = p1γ1. 両辺を p2−1
3 乗すると，

g(χγ1)
p2−1 = (p1γ1)

p2−1
3 ≡ χπ2(p1γ1) (π2).

よって，
g(χγ1)

p2 ≡ χπ2(p1γ1)g(χγ1) (π2).

一方で，

g(χγ1)
p2 =

 ∑
t∈F×

γ1

χγ1(t)ζ
t

p2

≡
∑

t∈F×
γ1

χγ1
(t)p2ζp2t =

∑
t∈F×

γ1

χγ1
(t)ζp2t = gp2

(χγ1
) (π2)

命題 3.2より，gp2
(χγ1

) = χγ1
(p−1

2 )g(χγ1
) = χγ1

(p22)g(χγ1
)なので，

g(χγ1
)p2 ≡ χγ1

(p22)g(χγ1
) (π2).



したがって，
χγ1(p

2
2)g(χγ1) ≡ χπ2(p1γ1)g(χγ1) (π2).

両辺に g(χγ1
)をかけると，命題 3.3より，

χγ1(p
2
2)p1 ≡ χπ2(p1γ1)p1 (π2).

π2 6 | p1 なので，
χγ1

(p22) ≡ χπ2
(p1γ1) (π2).

よって，
χγ1(p

2
2) = χπ2(p1γ1). (a)

同様に，g(χπ2
)3 = p2π2 を p1−1

3 乗して，mod π1 をとると，

χπ2(p
2
1) = χπ1(p2π2). (b)

が得られる．また，γ1 = π1, p2 = p2 なので，χγ1
(p22) = χπ1

(p2)
2 = χπ1

(p2)
4 = χπ1

(p2). この式と (a),(b)

より，

χπ1(π2)χπ2(p1γ1) = χπ1(π2)χγ1(p
2
2)

= χπ1
(π2)χπ1

(p2) = χπ1
(p2π2)

= χπ2
(p21) = χπ2

(p1π1γ1)

= χπ2(π1)χπ2(p1γ1).

π2 6 | p1γ1 より χπ2
(p1γ1) 6= 0なので，

χπ1
(π2) = χπ2

(π1).

以上より全ての場合で定理が示された．

参考文献
[1] D.B.ザギヤー著　片山孝次訳. 数論入門. 岩波書店，1990.

[2] Kenneth Ireland, Michael Rosen. A Classical Introduction to Modern Number Theory. Springer, 1990.

[3] 藤崎源二郎，森田康夫，山本芳彦. 数論への出発. 日本評論社，2004.

[4] 雪江明彦. 整数論 3 解析的整数論への誘い. 日本評論社，2014.

[5] 杉浦光夫. 解析入門 I. 東京大学出版会，2021.


