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次の式
x2 + 2xy + y2

は xと yを入れ替えても同じ式となる :

y2 + 2yx+ x2 = x2 + 2xy + y2

このように,文字を入れ替えても変わらない式を対称式という. また,この式は
x2 + 2xy + y2 = (x+ y)2

と表すことで xと yについて対称であることがよりよく分かる.

以上は 2変数の場合であるが,一般に変数が 2個以上の場合についても対称式というものを考
えることができる. 以下, n変数の場合を考える.

一般に対称式とは,変数をどのように入れ替えても変わらない式のことをいう.

Ex 1. k ∈ Z≥0に対し,

pk = xk
1 + · · ·+ xk

n

は対称式であり,これをニュートン多項式という.

次に,基本対称式について定義する.

Def 1. i = 1, . . . , nに対し,

σi
def
=

∑
1≤n1<···<ni≤n

xn1 · · · xni

これを x1, . . . , xnに関する基本対称式という.

Ex 2. 基本対称式について,

σ1 = x1 + · · ·+ xn

σ2 = x1x2 + x1x3 + · · ·+ x1xn + x2x3 + · · ·+ xn−1xn

σn = x1 · · · xn

(X − x1) · · · (X − xn) = Xn − σ1X
n−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1X + (−1)nσn (1)

が成り立つ.

上で定義した基本対称式とニュートン多項式の間には関係があることが知られている.

Thm 1 (ニュートンの公式). k ∈ Z≥1に対し,

pk − pk−1σ1 + pk−2σ2 − · · ·+ (−1)m−1pk−m+1σm−1 + (−1)m
m

n
pk−mσm = 0

が成り立つ.ただし, m = min{n, k}.

(proof) まず k ≥ nのとき, Ex 2(1) の両辺にXk−nをかけると,

(X − x1) · · · (X − xn)X
k−n = Xk − σ1X

k−1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1X
k−n+1 + (−1)nσnX

k−n

この式のXに x1から xnまでをそれぞれ代入して,
xk
1 − σxk−1

1 + · · ·+ (−1)n−1σn−1x
k−n+1
1 + (−1)nσnx

k−n
1 = 0

...

xk
n − σxk−1

n + · · ·+ (−1)n−1σn−1x
k−n+1
n + (−1)nσnx

k−n
n = 0
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辺々足すと,

pk − pk−1σ1 + · · ·+ (−1)n−1pk−n+1σn−1 + (−1)npk−nσn = 0

となり, m = nのときの式が得られる.

次に k < nのとき,式

pk − pk−1σ1 + · · ·+ (−1)k−1p1σk−1 + (−1)kkσk (2)

は x1, . . . , xnに関して k次の斉次式だから (2)の全ての項は

xν1
i1
· · · xνk

ik
(1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n, νi ≥ 0, ν1 + · · ·+ νk = k) (3)

の定数倍として表すことができる.そこで,項 xν1
i1
· · · xνk

ik
を 1つ取ってその係数を考える.

(2)の xj (j 6= i1, . . . , ik)に 0を代入して得られる式の, (3)の係数は元の式のものと等しい.

一方, xj (j 6= i1, . . . , ik)に 0を代入して得られる式は k = nのときのニュートンの公式と等
しいから,恒等式の性質より (3)の係数は 0.

よって (2)の全ての項の係数は 0であり, m = kのときのニュートンの公式

pk − pk−1σ1 + · · ·+ (−1)k−1p1σk−1 + (−1)kkσk = 0

が得られた.

Ex 3. n = 2, k = 2のときのニュートンの公式は,

p2 − p1σ1 + p0σ2 = 0

実際,

(x2
1 + x2

2)− (x1 + x2)(x1 + x2) + 2x1x2 = 0

が成り立つ.

また,ニュートンの公式を用いて次の公式が得られる.

Thm 2 (ウェアリングの公式). k ∈ Z≥1に対し,

pk =
∑

i1+2i2+···+nin=k

(−1)i2+i4+··· (i1 + i2 + · · ·+ in − 1)!k

i1! i2! · · · in!
σi1
1 σ

i2
2 · · · σin

n

が成り立つ.ただしこの和は, i1 + 2i2 + · · ·+ nin = kを満たす全ての非負整数 i1, . . . , inにわた
る和である.

(proof) kに関する帰納法で示す.

k = 1のとき, p1 = σ1より成り立つ.

次に,ある k以下でウェアリングの公式が成り立つとし, k + 1のときを考える.ニュートンの
公式より,

pk+1 = pkσ1 − pk−1σ2 + · · ·

+ (−1)m−2pk−m+2σm−1 + (−1)m−1m

n
pk−m+1σm (m = min{n, k + 1})

=
m−1∑
j=1

(−1)j−1pk−j+1σj + (−1)m
m

n
pk−m+1σm　
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k + 1 ≤ nのとき,すなわちm = k + 1のとき,

pk+1 =
k∑

j=1

(−1)j−1pk−j+1σj + (−1)k+1(k + 1)σk+1

=
k∑

j=1

(−1)j−1
∑

i1+2i2+···+nin=k−j+1

(−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 1)!(k − j + 1)

i1! · · · in!
σi1
1 · · · σij+1

j · · · σin
n

+ (−1)k+1(k + 1)σk+1

(∵帰納法の仮定より)

ここで, i1 +2i2 + · · ·+ nin = k+1を満たす i1, . . . , in ∈ Z≥0に対し, σi1
1 · · · σin

n の係数を考える.

ik+1 = 0のとき,係数は∑
ij ̸=0

(−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 2)!(k − j + 1)

i1! · · · (ij − 1)! · · · in!
= (−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 2)!

i1! · · · in!
∑
ij ̸=0

(k − j + 1)ij

(4)

ここで, ∑
ij ̸=0

(k − j + 1)ij = (k + 1)
∑
ij ̸=0

ij −
∑
ij ̸=0

jij = (k + 1)(i1 + · · ·+ in)− (k + 1)

= (k + 1)(i1 + · · ·+ in − 1)

∴ (4) = (−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 1)!(k + 1)

i1! · · · in!

これは, k + 1のときのウェアリングの公式の係数と等しい.

ik+1 = 1のとき ij = 0 (j 6= k + 1)であり,係数は

(−1)k+1(k + 1) = (−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 1)!(k + 1)

i1! · · · in!

したがって, k + 1 (≤ n)のときもウェアリングの公式が成り立つ.

また, k + 1 > nのとき,すなわちm = nのとき,

pk+1 =
n∑

j=1

(−1)j−1
∑

i1+2i2+···+nin=k−j+1

(−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 1)!(k − j + 1)

i1! · · · in!
σi1
1 · · · σij+1

j · · · σin
n

k + 1 ≤ nのときと同様に, σi1
1 · · · σin

n (i1 + 2i2 + · · ·+ nin = k + 1)の係数は

(−1)i2+··· (i1 + · · ·+ in − 1)!(k + 1)

i1! · · · in!

となる.

Ex 4. n = 2, k = 5のときのウェアリングの公式を考える. i1 + 2i2 = 5を満たす i1, i2の組は,

(i1, i2) = (5, 0), (3, 1), (1, 2)

の 3通り.よって,

p5 = (−1)0
(5 + 0− 1)! 5

5! 0!
σ5
1σ

0
2 + (−1)1

(3 + 1− 1)! 5

3! 1!
σ3
1σ

1
2 + (−1)2

(1 + 2− 1)! 5

1! 2!
σ1
1σ

2
2
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= σ5
1 − 5σ3

1σ2 + 5σ1σ
2
2

実際,

x5
1 + x5

2 = (x1 + x2)
5 − 5(x1 + x2)

3x1x2 + 5(x1 + x2)(x1x2)
2

が成り立つ.

ウェアリングの公式より,ニュートン多項式は基本対称式の多項式として表されることが分
かった.実は一般に,すべての対称式は基本対称式の多項式として表されることが知られている
(対称式の基本定理).次に,この証明をガロア理論を用いて行う.

ガロア理論について紹介するために,まずは体の拡大について確認する.

以下, Kを体とする.

Def 2. L, F :体とする.このとき,

(1) LがKの拡大体 (L/Kと表す)
def⇐⇒ LはKを部分体としてもつ

(2) F が L/Kの中間体 def⇐⇒ L/F かつ F/K

(3) LをK上のベクトル空間としてみたときの次元 (dimKL)が有限のとき, L/Kを有限次拡大
といい,

[L : K]
def
= dimKL

とする.これを L/Kの拡大次数という.

拡大次数について,以下の命題が知られている.

Prop 1. L/K :有限次拡大, F : L/Kの中間体とする.このとき,

[L : K] = [L : F ][F : K]

が成り立つ.また, {u1, . . . , un}を L/F の基底, {v1, . . . , vm}を F/Kの基底とすると,

{uivj | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m}

は L/Kの基底である.

Def 3. L/K, Ω :体とする.このとき,

(1) L/Kが代数拡大 def⇐⇒ ∀α ∈ L, ∃f ∈ K[X] s.t. f(α) = 0

(2) Ωが代数的閉体
def⇐⇒ ∀f ∈ Ω[X] (degf = n), ∃c, α1, . . . , αn ∈ Ω s.t. f(X) = c(X − α1) · · · (X − αn)

(3) ΩがKの代数的閉包 def⇐⇒ Ω :代数的閉体かつKの代数的拡大体

代数的閉包に関して,次の定理が知られている.

Thm 3. Kは同型を除いてただ 1つ代数的閉包をもつ.

以下, L/K:有限次代数拡大とし, Kの代数的閉包Ωを 1つとって固定する.
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Def 4. α ∈ Lに対し, I = {f ∈ K[X] | f(α) = 0}はK[X]のイデアルであるから,

∃!fα ∈ K[X] :モニック s.t. I = (fα) (∵ K[X] : PID, α : K上代数的)

この fαを αの最小多項式という.

最小多項式と拡大次数について,次の命題が知られている.

Prop 2. α ∈ Ωに対し,

[K(α) : K] = degfα

また, degfα = nとすると, {1, α, α2, . . . , αn−1}はK(α)/Kの基底である.

次に,ガロア理論について紹介する.

Def 5. (1) f ∈ K[X]が分離的 def⇐⇒ f はΩ内で重根を持たない
(2) L/Kがガロア拡大 def⇐⇒ ∃f ∈ K[X] :分離的 s.t. f = (X − α1) · · · (X − αn)

(n = degf, α1, . . . , αn ∈ Ω)としたとき,

L = K(α1, . . . , αn)

また, L/Kがガロア拡大のとき,

G(L/K)
def
= {σ : L → L | σ :環同型, σa = a (∀a ∈ K)}

とおき,これを L/Kのガロア群という.

Rem. (1) ガロア群は写像の合成を演算として群をなす.

(2) [L : K] = #G(L/K)が成り立つ.

ガロア拡大について,次の定理が知られている.

Thm 4 (ガロア理論の基本定理). L/K :ガロア拡大とし,

F = {F | F : L/Kの中間体 }
G = {G | G : G(L/K)の部分群 }

とする.このとき,写像

F → G ;F 7→ G(L/F ) = {σ ∈ G(L/K) | σa = a (∀a ∈ F )}

は全単射で,その逆写像は

G → F ;G 7→ LG = {a ∈ L | σa = a (∀σ ∈ G)}

対称式に関する議論をガロア理論を用いてするために,ここで改めて対称式について定義する.

Def 6. Snを n次対称群とする.

(1) Snから Lへの作用を以下で定義する.

σf(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)) (σ ∈ Sn, f ∈ L)

(2) f ∈ Lが対称有理式 def⇐⇒ σf = f (∀σ ∈ Sn)

特に f が多項式のとき, f を対称多項式という.
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Thm 5. M = K(σ1, . . . , σn)とする.このとき,

M = LSn

すなわち,すべての対称有理式は基本対称式の有理式として表される.

(proof) f(X) = (X − x1) · · · (X − xn) = Xn − σ1X
n−1 + · · ·+ (−1)nσn ∈ M [X]とおく.このと

き, x1, . . . , xnは f(X)の全ての根であり相異なる.よって f は分離的であり,

L = M(x1, . . . , xn) (∵ L = K(x1, . . . , xn)で, M は L/Kの中間体)

が成り立つ.よって, L/M はガロア拡大.

ここで, σ ∈ Snは L → Lの同型写像である.また, σ ∈ SnはM の元を動かさないから,

Sn ⊂ G(L/M) (5)

∴ #Sn ≤ #G(L/M)

一方, ∀ τ ∈ G(L/M), ∀ i ∈ {1, . . . , n}に対し,

f(xi) = 0 ⇐⇒ τ(f(xi)) = 0 ⇐⇒ f(τxi) = 0 (∵ f ∈ M [X] かつ τa = a (∀a ∈ M))

⇐⇒ τxi = xj (∃j ∈ {1, . . . , n})

よって, xi 7→ τxi = xj を i 7→ jと同一視すると, τ :単射より写像 φ : G(L/M) → Snが与えら
れる.ここで, L = M(x1, . . . , xn)より,

τxi = ρxi (τ, ρ ∈ G(L/M), ∀ i ∈ {1, . . . , n}) =⇒ τa = ρa (∀a ∈ L) =⇒ τ = ρ

よって, φは単射である.

∴ #G(L/M) ≤ #Sn

∴ #G(L/M) = #Sn

∴ G(L/M) = Sn ((5)より)

したがって,ガロア理論の基本定理より

M = LSn

Thm 5より,以下の定理が示される.

Thm 6 (対称式の基本定理).

K[x1, . . . , xn] ∩M = K[σ1, . . . , σn]

すなわち,すべての対称多項式は基本対称式の多項式として表される.

(proof) i ∈ {1, . . . , n}に対し,

Mi−1 = M(xi, . . . , xn)
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Fi(X) = (X − x1) · · · (X − xi) =
Xn − σ1X

n−1 + · · ·+ (−1)nσn

(X − xi+1) · · · (X − xn)
(6)

とおく.また, Mn = Mとおく. (6)の右辺の分数を実際に計算すると,係数がσ1, . . . , σn, xi+1, . . . ,

xnの多項式となることが分かる.すなわち, Fi ∈ Mi[X]である.

ここで, Mi−1 = Mi(xi), Fi(xi) = 0, Fi ∈ Mi[X]より,

[Mi−1 : Mi] = [Mi(xi) : Mi] ≤ degFi = i

が分かる.一方,

[M0 : M1][M1 : M2] · · · [Mn−1 : Mn] = [M0 : Mn] = [L : M ] = #G(L/M) = #Sn = n!

より, [Mi−1 : Mi] = iであることが分かる.

よって, Mi−1/Miの基底の 1つとして, {1, xi, x
2
i , . . . , x

i−1
i }がとれる.したがって,

{xν1
1 · · · xνn

n | 0 ≤ νi ≤ i− 1}

は L/M の基底である.よって, ∀g ∈ Lは

g =
∑

0≤νi≤i−1

cν1···νnx
ν1
1 · · · xνn

n (cν1···νn ∈ M) (7)

の形に一意的に表せる.

ここで, g ∈ K[x1, . . . , xn]とする. Fi(xi) = 0, degFi = i, Fi : モニック, Fi ∈ Mi[X]より, xi
i

は σ1, . . . , σn, xi, . . . , xnの多項式 (xiの次数は i− 1以下)で表せる.(
例えば, x1 = σ1 − x2 − · · · − xn,

x2
2 = (σ1 − x3 − · · · − xn)(x2 + · · ·+ xn)− (σ2 − x3x4 − x3x5 − · · · − xn−1xn)

)

これを i = 1, . . . , nと順次 gに代入すると, gは σ1, . . . , σn, x1, . . . , xnの多項式 (xiの次数は i− 1

以下)で表せる.これは (7)の表示となっているから,

g ∈ K[x1, . . . , xn] =⇒ cν1···νn ∈ K[σ1, . . . , σn]

が従う.よって,

g ∈ K[x1, . . . , xn] ∩M =⇒ g = c0···0 ∈ K[σ1, . . . , σn]

g ∈ K[σ1, . . . , σn] =⇒ g ∈ K[x1, . . . , xn] ∩M は明らかだから,

K[x1, . . . , xn] ∩M = K[σ1, . . . , σn]

最後に,対称式の基本定理をニュートン多項式でない対称式で確かめる.

Ex 5. 次の式

(x− y)10 + (y − z)10 + (z − x)10 (8)
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は x, y, zに関する対称式である.対称式の基本定理より, (8)は σ1 = x+ y + z,

σ2 = xy + yz + zx, σ3 = xyzの多項式として表されるが,これを実際に計算する.

X = x− y, Y = y − z, Z = z − xとおき, X,Y, Zに関する基本対称式を σ′
1, σ

′
2, σ

′
3とすると,

σ′
1 = X + Y + Z = 0

σ′
2 = XY + Y Z + ZX = −x2 − y2 − z2 + xy + yz + zx = −σ2

1 + 3σ2

σ′
3 = XY Z = −x2y − y2z − z2x+ xy2 + yz2 + zx2

ここで σ′
3は対称式でないが, (σ′

3)
2は対称式で,

(σ′
3)

2 = −4σ3
1σ3 + σ2

1σ
2
2 + 18σ1σ2σ3 − 4σ3

2 − 27σ2
3

と表せる.また,ウェアリングの公式より,

(8) = X10 + Y 10 + Z10 =
∑

i+2j+3k=10

(−1)j
(i+ j + k − 1)!10

i! j! k!
(σ′

1)
i(σ′

2)
j(σ′

3)
k

i+ 2j + 3k = 10を満たす i, j, kの組は,

(i, j, k) = (10, 0, 0), (8, 1, 0), (7, 0, 1), (6, 2, 0), (5, 1, 1), (4, 3, 0), (4, 0, 2),

(3, 2, 1), (2, 4, 0), (2, 1, 2), (1, 3, 1), (1, 0, 3), (0, 5, 0), (0, 2, 2)

(9)

の 14通りあるが, σ′
1 = 0より i > 0の項は 0となる.よって,

(8) =− 2(σ′
2)

5 + 15(σ′
2)

2(σ′
3)

2

=− 2(−σ2
1 + 3σ2)

5 + 15(−σ2
1 + 3σ2)

2(−4σ3
1σ3 + σ2

1σ
2
2 + 18σ1σ2σ3 − 4σ3

2 − 27σ2
3)

=2σ10
1 − 30σ8

1σ2 − 60σ7
1σ3 + 195σ6

1σ
2
2 + 630σ5

1σ2σ3 − 690σ4
1σ

3
2 − 405σ4

1σ
2
3

− 2160σ3
1σ

2
2σ3 + 1305σ2

1σ
4
2 + 2430σ2

1σ2σ
2
3 + 2430σ1σ

3
2σ3 − 1026σ5

2 − 3645σ2
2σ

2
3

と基本対称式の多項式として表せた.

ところで, (9)が 14通りなのに対し,この式は 13項しかない.具体的には, (1, 0, 3)に対応する
σ1σ

3
3という項がない.これは,

(x− y)10 + (y − z)10 + (z − x)10 = −2(σ′
2)

5 + 15(σ′
2)

2(σ′
3)

2

において, σ′
2は 2次式だから,ここに σ3は現れない.よって, σ3のパターンを決定しているのは

(σ′
3)

2のところだけである.しかしこれは 6次式だから,ここに σ3
3は現れない.よって, σ1σ

3
3とい

う項が (8)に出てこないことが分かる.
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